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Some citizens of Konigsherg
Were walking om the strand
Beside the river Pregel

With its seven bridges spanned.

"0 Euler, come and walk with us,"
Those burghers did beseech.
"Wetll roam the sevem bridges o'er,

And pass but once by each."

"Tt can't be dome," thus Euler cried.
"Here comes the Q.E.D.
Your islands are but vertices

And four have odd degree." &

(Proof techniques im graph theory,[12],5.25)
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Vorwort

Die Arbeit beschreibt die Planung und Durchfiihrung einer
Unterrichtsreihe iiber ein graphentheoretisches Problem, die
im Dezember 1976 in einem Leistungskurs des 13.Jahrgangs der
Marienschule in Bielefeld durchgefiilhrt wurde. Das behandelte
Problem ist die,sich aus dem Konigsberger Briickenproblem
ergebende, Frage nach der Charakterisierung von BEuler-Graphen.
Zum Bewels wurdem Hilfsmittel aus der linearen Al gebra

verwendet.

Im ersten Abschnitt werden einige Ergebnisse, die sich durch
die Anwendung linearer Algebra in der Graphentheorie erzielen
lassen, kurz beschrieben., Die Darstellung geht iiber die in
der Unterrichtsreihe behandelten Gegenstinde hinaus, um die

mathematische Perspektive dieser Betrachtungsweise zu zeigen.

Im zweiten Abschnitt werden filr die Unterrichtsreihe bedeut-

same Voraussetzungen auf Seiten der Schiiler aufgezeigt.

Der dritte Abschnitt enthilt liberlegungen zu drei Aspekten
der Bedeutung der Graphentheorie in der Schule (Anwendungs-
freudigkeit, Anschaulichkeit, Problemfreudigkeit) und zur
Anwendung linearer Algebra in der Graphentheorie. Es folgt
die Festlegung der Gegenstdnde der Unterrichtsreihe und der
Groblernziele.

Im vierten Abschnitt werden Uberlegungen zur genetischen
Darstellung der Unterrichtsgegenstdnde, die Feinlernziele
und Entscheidungen iiber Unterrichtsverfahren und Unterrichts-

mittel beschrieben.

Im fiinften Abschnitt wird die Feinplanung und die Durch-

fiihrung der Unterrichtsreihe dargestellt.

Der sechste Abschnitt enthilt eine Auswertung der Unterrichts-

reihe, bezogen auf einige spezielle Fragen.
Im Anhang sind das Textbuch, die Arbeitsbdgen und die Folien
zu finden. Indizierte Definitionen, Beispiele und Sitze

beziehen sich auf das Textbuch.



1. Darstellung mdglicher Unterrichtsgegenstinde

Da die CGraphentheorie und das hier behandelte Teilgebiet
nicht allgemein bekannt sind, soll im folgenden kurz der
mathematische Stoff beschrieben werden. Dabei wird die
Terminologie verwendet, die auch in der Unterrichtsreihe
benutzt wurde. Es wurde eine mit wenigen Begriffen auskommende
Terminologie gewshlt, die speziell auf die behandelten Inhalte
zugeschnitten ist. Daher (und wegen des uneinheitlichen
Gebrauchs graphentheoretischer Begriffeé) findet sich in der

Literatur ein anderer Gebrauch einiger hier benutzter Begriffe.

Rine Darstellung von Teilen des hier beschriebenen Gebiets
findet sich in Harary,[11],8.37-40 und S.64~65. In Déring,[7]

wird eine Darstellung unter anderen Gesichtspunkten gegeben.

In 1.1. werden Euler-Graphen charakterisiert; in 1.2. wird
zum Vektorraum der Zyklen eine Basis konstruiert. Weitere
Ergebnisse, die die Anwendung linearer Algebra bei der
Beschreibung graphentheoretischer Sachverhalte liefert,

werden in 1.3. liberblickartig beschrieben.

1.1. Euler-Graphen

Sei M eine endliche Menze, R (M) die Potenzmenge von M. Fiir
A,Be R(M) sei Ao Bszx= (AvB)\(AnB). A& heift symmetrische

Differenz. (R (M),a) ist eine abelsche Gruppe, wobei @ das

neutrale Element und jedes Ae R (M) zu sich selbst invers

ist. Fir 0,1 e 222 und jedes Ae R(M) sei definiert:0eA=¢
;

und 1o A=A, Dann ist (’P(M),A,?Zz,@) ein ZZZ-Vektorraum 3

Sei E eine endliche michtleere Menge, K eine endliche Menge
und p: K—>R(E) eine Abbildung, die jedem Element aus K eine
zweielementige Teilmenge von E zuordnet. G= (E,K,p) heibt
Graph. Die Elemente aus E heiBem Ecken; die Elemente aus K

heiRen Kanten. Fiir k ¢K heiBen die Elemente aus p (k).

vgl. Déring,[71,8.49-50



Fodpunkte von k. Jede Kante eines Graphen hat also genau zwei

verschiedene Endpunkte. Die Mengen R(X) und R (E) kdnnen in
der oben beschriebenen Weise als.;Zé-Vektorréume aufgefalRt

werden.

Ein Graph heiRft Buler-Graph, wenn es eine endliche Folge

(e1,k1,ea,ka,...,en,kn,en+1) mit folgenden Eigenschaften gibt:
(i) K:{k],ka,...,kn} und jede Kante aus K tritt in der
Folge genau einmal auf,

(1) eq,85500050 €E, e;=e¢ und jede Ecke aus E tritt

n+1 n+1l
in der Folge mindestens eimmal auf,

Clid) e; und e; ., sind Endpunkte vonm k, (Fiir 3 = 152 0 asll) e

Satz In einem Fuler-Graphen ist jede Ecke Endpunkt einer

geraden Anzahl von Kanten.
Beweis.: s. Textbuch, S.5, Satz 1

Eine Menge wvon Kantem WcK heift Weg, wenm es eime endliche

Folge (e1,k1,e2,k2,...,e k 1) mit folgenden Eigen-

n**n? ®n+

schaftem gibt:

(1) W= {kl,kz,...,kn} und jede Kante aus W tritt in der
Folge genau einmal auf,

(11) eyse554045€ 4 ¢E und die in der Folge auftretenden
Ecken sind paarweise verschieden (mit der mdglichen

n+1)’

+1 sind Endpunkte von ki

heiRen Endpunkte des Weges W. Eine Folge mit denm

Ausnahme e =e
(1i1) ¢ und e, (fir 1 =1 2isnl)s
e, und e .
Eigenschaften (i), (ii) und (iii) heiBRt Wegfolge von W. Ein

Graph heift zusammenhingend, wenn je zwel verschiedene Ecken

Endpunkte eines Weges sind. Insbesondere ist jeder Euler-
Graph zusammenhingend. Da man Betrachtungen iiber zusammen-
hingende Graphen auch fiir jeden zusammenhingenden Teil eines
nicht zusammenhingenden Graphen (fiir seine Komponenten)
durchfiihren kamn, werden im folgenden nur zusammenhdngende
Graphen betrachtet, die vereinfachend als Graphen bezeichnet

werden.
Es sei also G= (E,K,p) ein zusammenhingender Graph.

Ein Weg RcK heiBft Kreis, wenn es eine Wegfolge von R

(81*kl’ea’ka"’°’en’kn’en+1) mit e, =e ., gibt.




Eine Menge von Kanten Z cK heift Zyklus, wenn jedes eeRE
Endpunkt einer geraden Anzahl von Kanten aus 7 ist. Insbeson-
dere ist @ cK ein Zyklus. Ist G ein Fuler-Graph, so ist K
ein Zyklus.
Satz Jeder Kreis ist ein Zyklus.
Bewels : s. Textbuch, S.11, Satz 2
Satz Simd Z,Z' cK Zyklen, so ist auch ZaZ' ein Zyklus.
Beweis:: s. Textbuch, S.11, Satz 3
Es ergibt sich, dal die Menge aller Zyklen ein Unterraum von
R(K) ist. Die Menge aller Zyklen wird mit Z bezeichnet.
Satz Ist ZcK eim nichtleerer Zyklus, so gibt es einen
Kreis Rc Z.
Beweis : s. Textbuch, S.12, Satz 4
Satz Ist ZcK eim nichtleerer Zyklus, so ist Z symmetrische
; Differenz von disjunkten Kreisen.
Beweis s s. Textbueh, S.12, Satz 5
Da die Menge der Kreise eine Teilmenge der Menge der Zyklen
ist, ist fiir X £Z{@} die Menge der Kreise ein Erzeugenden-
system von Z.. Nach Definition der symmetrischen Differenz
ist die Vereinigung disjunkter Mengen gleich der symmetrischen
Differenz dieser Mengen.
Satz Kquivalent sind:
(i) G ist ein Euler-Graph.
(ii) K ist Vereinigung von disjunkten Kreisen.
(iii) K#Zd und K ist ein Zyklus.
Beweis : s. Textbuch, S.13, Satz 6 und S.14, Satz 7

Interessant fiir Anwendungen ist folgende Begriffsbildungs:

k ) heiBt

e
n? nt+l

Eine endliche Folge (81’k1’92*k2""’en’

Fulersche Linie von G, wenn gilt:

(i) K::{kT,ka,...,kn} und jede Kante aus K tritt in der
Folge genmau einmal auf,

(i) €15€5500038, .1 €8, eT;éen+1 und jede Ecke aus E tritt
in der Folge mindestens einmal auf,

(iii) e; und e, .

Satz Es gibt dann und nur dann eine Eulersche Linie wvon G,

sind Endpunkte von k. CHir & =1, Paevuiile

wenn genau zwel Ecken Endpunkte einer ungeraden Anzahl
von Kanten sind.

Beweis ¢ s. Textbuch, S.15, Satz 8




1.2. Brzeugung von Zyklen

Eine Menge von Kantem BcK heiBt Baum, wenn gilt:

(1) keine Teilmenge von B ist ein Kreis,

(ii) ist k eK\B, so enthilt Buikl genau einen Kreis und k ist
ein Element dieses Kreises.

Al gori thmus zur Konstruktion eines Baums

(i) Eine beliebige Ecke eO e E werde markiert.

(ii) Es seien die Ecken 90,91,...,en_markiert.
Sind micht alle Ecken markiert, gibt es,
da: G zusammenhiingend ist, eine nmoch micht
markierte Ecke e 41 € E und eime Kante

k
n+ n+1
bereits markierte Ecke der zwelte Endpunkt

eK, so daB e ein Endpunkt und eine

von k Agbe e und knﬂ werden markiert.

(iii) Das Viz;ahrem.eg;;t, wenn alle Ecken markiert
sind.
Die Menge der markierten Kanten ist ein Baum.
Beweis : (i) Nach dem Komstruktionsverfahren kann die Menge
der markierten Kanten keinen Kreis enthal tenm.
(ii) Fir je zwei verschiedenme Eckem e,ef e E gibt es
genau einen Weg, der nur aus markierten Kantem
besteht und die Ecken e und ef als Endpunkte
hat. Fiigt man den markierten Kanten eime weitere
hinmzu, so emthdlt die meue Memge genau eimen
Kreis und die hinzugefiigte Kante ist ein Element
des Kreises.

Der Algorithmus zeigt, daB es zu jedem Graphen einen Baum

gibt. Es muB noch gezeigt werden, dalR jeder Baum auf diese

Weise konstruiert werden kann.

Satz Ist BcK ein Baum, so ist Gf = (E,B,p|B) ein (zusammen-

hingender) Graph.

Beweis : Es ist nur zu zeigen, daB G* zusammenhdngend ist.
Wenn Gf nicht zusammenmhdngend ist, gibt es zwel ver-
schiedene Ecken e,e' ¢ E, die nicht die Endpunkte
eines Weges Wc B sind. Es gibt aber einen Weg W' cK
mit den Endpunkten e und e!. Da Wf B ist, gift es
ein k eW!, so daB k B ist und die Endpunkte vom k

nicht Endpunkte eines Weges W' c B sind. (Andermfalls




wiren e und ef die Endpunkte eines Weges Wc B.) Dann
enthzlt Bul{k} keinen Kreis und B ist keim Baum.
Also ist G*Y zusammenhingend.
Ist BcK eln Baum, kann der Algorithmus auf Gf = (E,B,plB)
angewendet werdem. Dabei werdem alle Kanten wvon B markiert,
da keine echte Teilmenge von B ein Baum ist.
Satz Ein Baum enth#lt genau |E|- 1 Kanten.
Beweis : Sei BcK ein Baum. Wendet man den Algorithmus auf
G' = (E,B,p|B) an, wird bis auf demn ersten Schritt
(Markierung von eo) mit jeder Ecke genau eine Kante

markiert. Also werden |E|- 1 Kanten markiert.
Sei BcK, B#K, ein Baum, K\B= {k, »Koyeeesk }ound filr

i=1,2500.,n sei R, CBu{ki} der Kreis, den Bu{ki} enthilt.

Die Menge {R1 3Rop e .,;Rn_} heiBRt Fundamentalsystem von Kreisen

zum Baum B.
Satz Ist BcK, B#£K, ein Baum, so ist das Fundamentalsystem
von Kreisen zum Baum B eine Basis von Z.

Beweis : (i) Lineare Unabhingigkeit
Sei {RT’Ra"""Rn} das Fundamentalsystem von
Kreisen zum Baum B. Fir o«ﬁi e ZZ’ I = b P wig i,
sei o< oR; 4 “50R, Aves O o«.naRn:ﬁ. Da jedes
R; eine Kante enthilt, die kein anderes Rj
(is08 {142,0seaml, i & 7)) omthalt,, igt <, =0
fiir alle f=1,28..en,lle

(ii) Erzeugendensystem

Es ist nur zu zelgen, daR jeder Kreis symmetrische
Differenz von Kreisen aus dem Fundamentalsystem
ist.
Sei RcK ein Kreis, Rn(K\B) = {k},.kz,...,km}.
R1 "RZ"“’Rm seien die Kreise des Fundamental-
systems, die durch k., ,ka,...,km bestimmt werden.
Da jedes k; (1=1,240..,m) Element genau eines
der Kreise R, "RE"”’Rm und Element aus R ist,

ist RAR; AR, 4... &R cB. Da RyR;,RypeeesR

2
Zyklen sind, ist auch RaRj&4R,4...48 Rn‘la ein

Zyklus. Ist RaR;aR ﬁ...ARm;éﬁ, 50 gi'bt es

2

einen Kreis Rt cRaR] QREA...A Rvﬂ ¢ B, was ein




Widerspruch zur Voraussetzung ist. Also ist
Ra R1z_\ Raa A an =@, woraus folgt
R=R1&R2a.'.&Rm.

K| - |Bl = |K| - |E| +1. Dies gilt

auch fiir den im Satz nicht behandelten Fall, daR K eim Baum
(K] -|B[+1)

Daraus ergibt sich dim Z=

ist. Es gibt in einem Graphen 2 verschiedene Zyklen.

Te3. Weitere Entwicklung !

Die Abbildung p: K—>/R(E) kann auch als Abbildung von der
Menge der einelementigen Teilmengen von K in R (E) aufgefadt
werden. Da die Menge der einelementigen Teilmengen von K eine
Basis von K (K) ist, gibt es nach dem Fortsetzungssatz genau
einen Homomorphismus f: R (K)——R(E), der, vorbeschrinkt auf
die Menge der einelementigemn Teilmengen von K, mit p iiberein-
stimmt. Fiir alle Kf ¢ R(K) ist

PEIE= 20/\ fkiYa /N EliRD)ie AN p(k) und oa ik oty
keKf keK? keK*
genau dann, wenn die Anzahl der Kantem aus Kf mit Endpunkt e

ungerade ist.
BEs ist Z =Kern £,

Ordnet man E und K auf beliebige Art, also etwa E={e, ,.ea,...,em}

und K ={k, sKsseeesk I, 50 entspricht die Inzidenzmatrix

d oo.d
11 T
i : 5 ] falds e epllE ) o0 o :
I: (.i ;1 mlt diaz{o SOnSt qk J ful‘ 1...1,2,.-.,1’!1,
Hl1®"* o

J=1,245e0e,n dem Homomorphismus f. ZcK ist ein Zyklus genau
A1)

dann, wenmn /GZ: ./_L mit /féjz
n

eine LEsung des biniren homogenen linearen Gleichungssystems

I /_@ =0, /@ eZzﬂ, ist.

[ falls k.eZ

‘LO SOI]_'St fiiI‘ j:'i,a,...-,,l‘l

Zu Kreis und Zyklus duale Begriffsbildungen sind trennende
Kantenmenge und Cozyklus. Eine Menge von Kanten TeK heiflt

trennende Kantenmenge, wenn G* = (E,K\T,p|K\T) kein zusgmmen-

vgl. Dérimg, 7]




=16 =

hingender Graph ist und keine echte Teilmenge von T diese
Eigenschaft hat. Eine Menge von Kantem CcK heiRt Cozyklus,
wenn es eine Menge von Eckem Ef ¢ E gibt, so daR C die Menge
aller Kanten mit genau einem Endpunkt aus Ef ist. Die Menge
der Cozyklen ist ein Unterraum £ von -K(K). Die Menge der
trennenden Kantenmengen ist ein Erzeugendensystem von €.
Der analog zum Baum definierte Co-Baum liefert eine Basis

VOIL 8 .

£ ist Bild eines Homomorphismus ff : /Q(E)-—)/R (K). Da f* zu
f adjungiert ist (bzg. der Standard-Produkte auf R(XK) und
R (E) beziiglich der Basen der einelementigen Teilmengen von
K bzw. E), sind Z und € zueinander orthogeonale Unterrdume
von. R(K). Daraus ergibt sich, daR fiir alle Zyklen Z e Z und
alle Cozyklen Ce £ gilt: |ZnCl =0 (mod.2). Weiter ist CcK
genau d;nen ein Cozyklus, wenn fiir
1\

e ; 1 falds e o
ﬁcz . ) mit /55:{0 ot A0 fir J=1,2500.x das
P .
binZre lineare Gleichungssystem If. = /60’ ol eZa » lOsbar

ist, wobeli I* die zur Inzidenzmatrix I transponmierte Matrix
ist. Ein Co-Baum ist gemau das Komplement eines Baums. Es
ergibt sich dim € = dim R(K) - dim Vb B |1, Ts gibt 2’.(|E|-U

verschiedene Cozyklen.
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2. Voraussetzungen auf Seiten der Schiiler

2.1, Zusammensetzung des Kurses

Der Kurs ist mir durch eine Unterrichtsreihe vom 1.9. bis zum
7410.1976 und durch Hospitationen in der Zeit vom 3.11. bis
zum 29.,11.1976 bekannt. Er setzt sich aus 20 Schiilern

(17 weiblich, 3 m#nnlich: DK, DS, PS) zusammen und besteht in
dieser Zusammensetzung seit Februar 1975 (2.Halbjahr der
11.Klasse). Die Verteilung der Schiiler auf die beiden Mathe-
matik-Leistungskurse erfolgte nach der Wahl des anderen
Leistungskursfachs, wobeli in diesem Kurs die Schiiler mit denm
Fdchern Deutsch (6 Schiiler), Englisch (10 Schiiler) und
Gemeinschaftskunde (4 Schiiler) sind. Die Schiiler, die ein
naturwissenschaftliches Fach als anderes Leistungskursfach

gewdhlt haben, sind in dem zweiten Mathematik-Leistungskurs.

Eine Ubersicht iiber das Alter der Schiiler (Anfang Dezember
1976), die Mathematik-Noten des ersten und zweiten Halbjahrs
der 12.Klasse sowie die Noten der Klausur und die Notem fiir
sonstige Mitarbeit im ersten Kursabschnitt von 13.71 gibt
Tabelle 1. Das Alter der Schiller liegt zwischen 18 Jahren,
einem Monat und 20 Jahren, vier Monaten. Eine Ubersicht liber
die Hiufigkeit der Notem gibt Tabelle 2; zur besseren Uber-
sichtlichkeit sind Notenstufen nicht beriicksichtigt. Das
arithmetische Mittel der in Punkte umgewandelten Noten ist:
8,45 (entspricht der Note 3 ) fir 12.1, 8,95 (entspricht 3+)
fliir 12.2, 9,35 (entspricht 3+) fiir die Klausur und 9,15
(entspricht 3+) fiir die sonstige Mitarbeit im ersten Kurs-

abschnitt von 13.1 3.

Als Studienwunsch wird vom vier Schiilerm (BW, DS, RH und UP)
lathematik genmannt. Bel den anderen Schiilern lassem die

Studienwinsche Wirtschaftswissenschaften (DK, PS und UB) und

! Die Berechnung des arithmetischen Mittels ist streng genom-

men nicht zulissig (vgl. ClauB, Ebner,[6],5.23). Der Median
weicht jedoch nur bei den Notem von 12.2 und dem Notem fiir

sonstige Mitarbeit im ersten Kursabschnitt von 13.1 um eine
Notenstufe nach oben (2- statt 3+) von der Note ab, die

dem arithmetischen Mittel der Punkte entspricht.
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| 13.1, 1.Kursabschnitt|
Name || Alter ||12.1 | 12,2 | Klausur sonstige
| Mitarbeit

AP || 18. 6 | 4+ | 4+ | 3 2+
BO 18.10 || 3 2 2~ 2
BS 20, 4| & 4 L S5+
BW | 18. 2 | 3 2o | 2 2=
G 19. a | & | 1= | 1 1
K || 19. 0 || 2+ 2= pod 2
D3 18. 9 1= 2+ 2 1
GH 18 & B B L 3
M ||20. 2 | 2= | 2= = 2+
ey 118, 6 1- 2+ 2 1
BEY A8 U 7= 2- 2 2-
IH 19. 5 | 4+ 5 5 3
ME 1802 | 4 3 3 L+
Ps 19. 7 b+ 4 L 53— L
RH 18. 9 2+ 2+ 2 T
SE 19. 6 L+ 35— 2- S5+
SL 18. 7 | 3~ % 2 L+
SR 188 L 4 Z L
UB [|18. 1 | 2 2 3 2

| P || 18. 9 She 2- | 1 1

Tabelle 1: Alter der Schiiler, Mathematik-Noten

| 3.1, 1.Kursabschnitt]
Hote ||12.1 ] 12.2 | Klausur sonstige
Mitarbeit

I ~JU1 o

;
10
5
N

TN WM =
I oo oo
Lo \W o

Tabelle 2: Hiufigkeit der Noten

Pidagogik (BS) auf eine spHtere Beschiftigung mit Mathematik

(bzw. vor allem mit Statistik) schlieBen.

Die Schiiler sind mit der Arbeitsform Gruppenarbeit vertraut.
Auch wurden Schiilerreferate gehalten. Jeder Schiiler hat seit
Februar 1975 mindesfems ein Referat gehalten. In diesem

Schul jahr hielten MK ein Referat iiber Normalenformen und DK
und DS einm Referat ﬁber.die Binfiihrung eines inneren.ﬁ}odukts

in %{3.




Die Mitarbeit im Unterricht reicht von aktiver Beteiligung
und dem Einbringen guter Ideen (CS, DS, GT, RH, UP und mit

gewissen Einschrinkungen DK, @&, UB) bis zu passiver Rezeption

bei nur ausnahmsweisen Beitrigen (BS, SE, SL, SR und mit zeit-

weiser Aktivitdt MK, PS). Besonders auffillig ist der Unter-

schied zwischen schriftlicher und miindlicher Leistung bei SE

(5+ und 2- fiir sonstige Mitarbeit bzw. Klausur im 1.Kursab-
schnitt vomn 13.1) und bei SL (4+ und 2).

2.2. Spezielle Beobachtungen

Zwel der drei wochentlichen Doppelstunden findenm im Physik-

Ubungsraum statt. Hier haben die Schiiler eine feste Sitzord-

nung; in der dritten Doppelstunde - in einem anderen Raum -

hat sich keine feste Sitzordnung herausgebildet. Da sich die

wihrend des Unterrichts gebildeten Gruppen stets entsprechend

der Sitzordnung zusammensetzen (die Schiiler regeln die Zusam-

mensetzung der Gruppen selbst), kommt der festen Sitzordnung

Bedeutung fiir die Durchfiihrung von Gruppenarbeit zu. Diese

Sitzordnung und die von den Schiilern bevorzugte Gruppenzu-

sammensetzung sieht folgendermalen aus :

Tafel
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Unter den Namen der Schiiler sind in Reihenfolge das andere
Leistungskursfach, das dritte und das vierte Abiturfach ange-
geben 1. Die Stellung der Tische kann nicht verindert werden.
Die zusammensitzenden Schiiler sind zum groRen Teil gemeinsam
in weliterem Kursen; besonders auffdllig ist dies bei SL und
SR : alle vier Abiturficher stimmen iiberein (ebenso die von

den beidem Schiilerinnen genannten Berufswiinsche).

Da nicht alle Schiiler flir den seit Beginn dieses Schuljahres
behandel ten Stoff eim Lehrbuch erhal ten haben und der Unter-
richt sich hiufig nicht am Buch orientiert:, simd die Schiiler
auf ihre Notizen angewiesen. Dadurch wird die M&glichkeit der
Teilnahme am Unterrichtsgeschehen (insbesondere am Unterrichts-
gesprich) fiir die Schiiler reduziert. Sie widmen sich mehr der
Aufzeichnung von Unterrichtsergebnissen als deren Erarbeitung.
Dies trifft in besonderem MaRe auf die leistungsschwicheren

Schiller zu.

2.3. Mathematische Vorkenntnisse der Schiiler

Kursthemen waren von 11.2 bis 12.2 Informatik, Analysis und
Wirtschaftsmathematik. Seit Beginn dieses Schuljahrs wird
lineare Al gebra und Analytische Geometrie behandelt. Aus dem
Gebiet der linearen Algebra waren Gruppe, Korper, Vektorraum,
lineares Gleichungssystem, Unterraum, Erzeugendensystem,

Basis, Dimension und inneres Produkt Unterrichtsgegenstinde.

Lineare Gleichungssysteme und innere Produkte sind jedoch
nicht allgemein, sondern nur im EQB behandelt wordem. Als
Beispiele eines Vektorraums kennen die Schiiler die R -Vektor-
riume K, 722, R> und Abb(R,R). Als Beispiel einer Gruppe
wurde u.a. die Potenzmenge 7?(M) einer endlichen Menge M mit

der symmetrischen Differenz als Verkniipfung behandelt. Die

1

BI RBiologie GK Gemeinschaftskunde
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Menge {0,1} ist den Schiilern als Kdrper bekannt (mit ent-
sprechender Definition von Addition und Multiplikation). Der
Kdrper 222 wurde nicht im Unterricht behandelt; auch fehlen
den Schiilern Kenntnisse iiber Aquivalenzrelationen., Der Regriff
Unterraum wurde als Teilmenge eines'Vektorraums, die bzg. der
Verkniipfungen selbst ein Vektorraum ist, eingefithrt. Es wurde
bewiesen, daB eine Teilmenge eines Vektorraums genau dann ein
Unterrsum ist, wenn sie abgeschlossen bzg. der beiden Ver-
knlipfungen ist. Erzeugendensystem, Basis und Dimension wurden
flir Vektorriume definiert und in den Riumen R - R < und RB
betrachtet. Im R > ist den Schillers das Standard-Produkt
beziiglich der Basis {(g) ; (E} ; @J} bekannt.

Kenntnisse der Graphentheorie sind nicht vorhanden.




3. Didaktische Uberlegungen 1

3.1. Uberlegungen zur Graphentheorie

Auf die Stellung der Graphentheorie in der Mathematik soll
hier nur mit einem Zitat von Berge eingegangen werden.

"La Théorie des Graphes a eu un développement bien &trange;
dfabord apparue dans le magasin des curiosités mathmatiques
(«les ponts de Konigsbergs), puis devenue un outil pour
l*eétude des circuits &lectriques (Kirchhof), elle a &té
utilise par la chimie, la psychosociologie et 1f&conomie
avant méme d'avoir eté constituge. Elle est devenue aujourdfhui
ume des branches les plus florissantes de 1talgdbre moderne,
celle & laquelle on fait appel dans la plupart des probl8mes
mathématiques de nature combinatoire, ou m&me dans les
problé&mes d'Algdbre les plus classiques ..." 2

Fiir die Bedeutung der Graphentheorie in der Schule werden von
Bigalke drei Asvekte angefiihrt :

" - die immense Anwendungsfreudigkeit,
- die groBe Anschaulichkeit und
- die welitgestreute Problemfreudigkeit auf jedem beliebigen
Niveau.'" 3

Sachs nennt Anwendungsméglichkeiten der Graphentheorie in
Geometrie, Biologie, Chemie, Physik, Spieltheorie, Operations-

forschung, Systemtheorie und Kybernetik, Soziologie, Regelungs-

I

technik, Nachrichtenwesen, Verkehrswesen und Versorgungswesen .
Harary schreibt zur Anwendbarkeit der Graphentheorie s

"It has become fashionable to mention that there are applica-
tions of graph theory to some areas of physics, chemistry,
communication science, computer technology, electrical and
civil engineering, architecture, operational research, genetics,
psychology, sociology, economics, anthropology, and linguistics.

The theory is also intimately related to many branches of
mathematics, including group theory, matrix theory, numerical
analysis, probability, topology, and combinatorics."

Die Anmschaulichkeit ergibt sich aus der Tatsache, daB ein

Grapvh leicht als Figur dargestellt werden kann.

—_

Die Ausfiihrungen k8nnen als Antworten auf die fiinf
didaktischen Grundfragen Klafkis (Klafki,[(14]1,8.15-22)
verstanden werden.

Berge,[2], Avant-Propos

Bigalke,[31,5.191

Sachs,l21],5.187-188

Harary,[11], Preface

W
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Dazu schreibt Berge:

"En fait, les concepts fondamentaux ... sfils sont definis
dfune fagon abstraite, restent en rapports constants avec des
réalites grayhiques, faciles & reconnaltre lorsque le schéma
est tracé."

Auch Sachs hebt die Anschaulichkeit der Graphentheorie hervor
Die Problematisierung der Veranschaulichung eines Graphen
durch eine Figur iliber die Einfiihrung der Isomorphie von
Graphen 5 bringt jedoch keine zusitzlichen Einsichten, da
Veranschaulichungen von Begriffen keine eigenstindige mathe-
matische Bedeutung haben. Auch sollten in die Anschaulichkeit
der Graphentheorie keine zu groRen Erwartungen gesetzt werden :
sobald nicht nur einzelne Graphen untersucht werden, sondern
man sich fiir Aussagen liber alle Graphen interessiert, tritt
die Anschauung in den Hintergrund.

Die Problemfreudigkeit der Graphentheorie beruht auf ihrer
geschichtlichen Entwicklung und auf der groBen Breite ihrer
Anwendungen. Die Entwicklung der Graphentheorie war zum
grofiten Teil durch die Suche nach Lésungen fir konkrete
Probleme bestimmt 4, obwohl es auch axiomatische Ansiitze

gibt 5.

Sachs sieht durch die Graphentheorie "logisch einwandfreies
Schlieffen, Phantasie, Vorstellungsvermdgen und Modelldenken
vse glelchermaRen gefirdert! 6 und Jeger "eine hiibsche Mog-
lichkeit ..., im Schulunterricht kombimatorisches und

heuristisches Denken zu pflegen' ?.

In den Mathematik-Unterrichtsempfehlungen wird fiir einen
Aufbauvkurs im Differenzierungsbereich "Graphentheorie" als
Thema zur Erprobung vorgeschlagen 8. In den Empfehlungen fiir

den Kursunterricht im Fach Mathematik wird u.a. ein Leistungs-

Berge,[1], Introduction

s. Sachs,[21],8.197

s. Bigalke,[3],S.190-191

vgl. Sachs,[21],8.190-195, einen guten Uberblick iiber die
anfingliche Entwicklung der Graphentheorie gibt - anhand
von 37 Originalarbeiten - Biggs, Lloyd, Wilson,[4]

s. Whitney,[22], Minty,[18]

Sachs,[21],8.197

Jeger,[13],8.12
Mathematik-Unterrichtsempfehlungen,[16],5.74

N =
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kurs "Ausgewshlte Probleme (aus verschiedenen Teil gebieten)
der Mathematik!" vorgeschlagen. Als Beispiele werden aus der
Graphentheorie das Konigsberger Briickenproblem und das Vier-
farbenproblem genannt. Zur Durchfiihrung des Kurses wird
empfohlen, die einzelnen Probleme in Minitheorien einzu-

betten I.

3.2, Uberlegungen zu den mbglichen Unterrichtsgegenstinden

Die fiir die Schule bedeutsamen Aspekte der Graphentheorie
(Problemfreudigkeit, Anmschaulichkeit, Anwendungsfreudigkeit)
treffen mit gewissen Einschridnkungen auch auf die im ersten
Abschnitt dargestellten mbglichen Unterrichtsgegenstinde zu.
Als Problemstellung eignet sich z.B. das Konigsberger Briicken-
problem, aus dem sich die Frage nach einer Charakterisierung
der Euler-Graphen ergibt. Die Konstruktion einer Basis zum
Vektorraum der Zyklen und die Beschreibung dieses Raums als
Kefn.eiﬂbs Homomorphismus und als Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystems sind allerdings systematische Entwicklungen,
die iiber die Suche nach der Losung des Problems hinausgehen.
Dies gilt auch fiir die Dualitidt von Zyklen und Cozyklen. Die
Anschaulichkeit kann gut zur Kldrung von Begriffen und bel
der Durchfiihrung der Beweise genutzt werden; fiir Beispiele
ist sie vom vornherein gegeben. Jedoch tritt die Anschaulich-
keit bei den in 1.3. beschriebenen Resultaten sehr stark in
den Hintergrund. Als Anwendungen bieten sich vor allem
Probleme aus der Unterhaltungsmathematik an. Praktische Anwen-
dungen konnen wegen der GroBe der den Problemen entsprechenden
Graphen nicht herangezogen werden. Auch 153t der hier behan-
delte Teil der Graphentheorie nur eng begrenzte Fragestellun-
gen zu.

Daneben enthalten die mdglichen Unterrichtsgegensténde elnen

weiteren wesentlichen Aspekt: die Anwendung linearer Algebra.

Die in 1.1. daréésteilte Charakterisierung der Euler-Graphen

! Empfehlungen fiir den Kursunterricht im Fach Mathematik,

[&81,5.118
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18Rt sich auch ohne Benutzung algebraischer Hilfsmittel hewei-
sen, ebenso einidge Resultate in 1.2., doch liefert erst die
Anwendung linearer Algebra einen tieferen Einblick in die
bestehenden Zusammenhdnge. Am interessantesten ist die, durch
die Ubertragung des Begriffs Orthogonalitit klar hervortretende,
Dualitdt der Zyklen und Cozyklen eines Graphen. Das Gewinnen
graphentheoretischer Resultate mit Hilfe von - den Schiilern
bekannten - Begriffen und Sdtzen der linearen Al gebra bietet
ein Beispiel fiir die Anwendung von Mathematik zur Ldsung von
Problemen und zur Beschreibung von Zusammenhfngen in einem
anderen mathematischen Gebiet. Die Schiiler lernen - neben dem
Modell der Amalytischen CGeometrie - ein weiteres Vektorraum-
modell kennen. Dabei wird micht nur die Vektorraumeigenschaft
einer strukturierten Memge nachgewiesen, sondern es wird mit
diesem Vektorraum gearbeitet. Hier zeigt sich ein wesentlicher
Vorteil axiomatischer Theorien : durch die Formulierung der
Resultate in grofRer Allgemeinhelt wird eine breite Anwendbar-
keit erzielt. Die im ersten Abschnitt dargestellten graphen-
theoretischen Ergebnisse bieten also eine Mdglichkeit lineare
Al gebra auf ein anderes - ihr zunichst fernliegendes - mathe-
matisches Gebiet anzuwenden. Mit zunehmender Anwendung
linearer Algebra wird jedoch die Anschaulichkeit der Resultate

und Methoden geringer.

Fiir die in 1.1, dargestellten Unterrichtsgegenstinde ist an
Vorwissen aus der linearen Algebra die Kenntnis des: KSrpers
Zia und der Begriffe Vektorraum iiber einmem Kdrper, Unterraum
und Erzeugendensystem erforderlich. Fiir 1.2. wird die Kennt-
nis der Begriffe lineare Unabhi3ngigkeit, Basis, Dimension
und die Kenntnis der Anzahl der Flemente der Potenzmenge
einer endlichen Menge bendtigt. 1.,3. erfordert - je nachdem
wieviel Stoff behandelt werden soll - die Kenntnis des
Begriffs Vektorraumhomomorphismus und des Fortsetzungssatzes
sowie der Tatsache, daB der Kern eines Homomorphismus eim
Vektorraum ist, die Kenntnis des Zusammenhangs zwischen
Matritzen mit Elementen aus dem Korper und Homomorphigmen,
Kenntnisse iliber die Lésungsmenge eines linearen Gleichﬁngs-

systems sowie Kenntnisse iiber innere Produkte und adjungierte

Homomorphismen.




Die fiir 1.1, und 1.2. erforderlichen Vorkenntnisse werden zum
groRten Teil im Leistungskurs "Lineare Algebra und Analytische
Geometrie' bereitgestellt 1; von den fiir 1.3%. ndtigen Vor-
kenntnissen kodnnen nicht alle in der Schule bereitgestellt
werden. Daraus ergibt sich, daB die Behandlung der im 1.1.

und 1.2, beschriebenen Unterrichtsgegenstinde in oder nach
einem Leistungskurs "Lineare Al gebra und Analytische Geometrie!
moglich ist. Einige der Unterrichtsgegenstinde aus 1.3.

konnten bei entsprechenden Vorkenntnissen der Schiiler behan-

delt werden.

2.3, Festlegung der Unterrichtsgegenstinde

Fiir die Durchfiithrung der Unterrichtsreihe stehen im Zeitraum
vom 1.12. bis zum 22.12.1976 sieben Doppelstunden zu Verfii-
gome wmd Bwar am lol2.g B lE B 12 o 1B iR L Te 12 o 2012
und 22.12. Die Pause zwischen dem 2.12. und dem 13,12, ist
bedingt durch Kursarbeiten in beiden Leistungskursfichern und
eine Ubungsdoppelstunde zur Vorbereitung auf die Mathematik-
Arbeit. Von den sieben Doppelstunden sollen zwei als {fbungs-

stunden durchgefiihrt werden.

Aufgrund der Vorkenntnisse der Schiiler kommen die in 1.1, und
1.2. beschriebenen Unterrichtsgegenstinde in Frage. Da nur
fiilnf Doppelstunden zur Stofferarbeitung verfiigbar sind, wird
als Unterrichtsgegenstand die Charakterisierung von Euler-
Graphen gewshlt. Um weitere Anwendungsmdglichkeiten zu erhal-
ten, sollen auch Eulersche Linien behandelt werden, so dafB
die in 1.1. dargestellten Unterrichtsgegenstidnde fiir die

Durchfiihrung ausgewdshlt werden.

Obwohl die Charakterisierung der Euler-Graphen durch rein
graphentheoretische Uberlegungen méglich ist, sollen Hil fs-
mittel aus der linearen Al gebra aus den in 3.2. genannten
Griinden benutzt werden. Dadurch fiigt sich die Unterrichts-

reihe sinnvoll in die behandelten und noch zu behandelnden

s. Empfehlungen fiir den Kursunterricht im Fach Mathematik,

[81,5.28-85
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Kursthemen ein. Um die graphentheoretischen.Uberlegungen ZU
vereinfachen, werden Schlingen (Kanten mit gemau einem End-
punkt) nicht betrachtet. Da den Schiilern der K&rper Zza.uﬁﬁ
auch KEquivalenzrelationen nicht bekannt sind und in der zur
Verfiigung stehenden Zeit auch nicht eingefiithrt werden k®nnen,
501l der den Schiilern bekannte Korper {0,1} in der Unterrichts-
reihe an die Stelle von ZZZ treten. Dies kann eine Verminde-
rung der Einsichten zur Folge haben, die sich daraus ergeben,
daB genau gerade Zahlen kongruent 0 modulo 2 sind. Wesentlich
wird dies aber erst bei der Behandlung des inneren Produkts
(zwei Mengen von Kanten sind genau dann orthogomal, wenn die
Mdchtigkeit ihres Durchschnitts gerade - also kongruent 0
modulo 2 - ist), welches jedoch nicht Unterrichtsgegenstand

ik,

Problemfreudigkeit, Anschaulichkeit und Anwendungsfreudigkeit
der Graphentheorie sollen folgendermaBen zur Geltung gebracht
werden :

Als Finstieg werden drei Probleme (Kdnigsberger Briickenproblem,
eim Problem, das auf Eulersche Linien fiihrt, und ein Problem,
ziu dem sich nicht in offensichtlicher Weise ein Graph finden
15Rt) gewihlt. Graphentheoretische Begriffe sollen - soweit
méglich - anschaulich dargestellt und interpretiert werden.
Beim Bewelis der Sdtze soll parallel zur Durchfiihrung des
Beweises ein Beispiel (in anschaulicher Darstellung) behan-
delt werden. Dies ist insbesondere dann sinnvoll, wenn der
Bewels einen Algorithmus enthiZlt. Die gleichzeitige Behand-
lung von Al gorithmus und Beispiel erleichtert - vor allem
schwdcheren Schiilern - das Verstehen des Algorithmus und die
Uberlegungen zu seiner Wirksamkeit. Als AbschluB der Unter-
richtsreihe sollen die Schiiler das erarbeitete graphentheore-

tische Wissen bei der LOsung von Problemen anwenden.
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3.4, Groblernziele

Aus den didaktischen Uberlegungen ergeben sich folgende

Groblernziele ¢

(LZ I)

(LZ TI)

(L2 I1L)

Die Schiller sollen die Charakterisierung von Euler-
Graphen und von Graphen, die eine Eulersche Linie
enthalten, sowie die zum Beweis benutzten Begriffe,
Séitze und deren Beweisideen kennen und sich diese
Sachverhalte veranschaulichen kdnnen.

Die Schiiler sollen die Anwendungen von Begriffen
und Sidtzen der linearen Algebra bei der Charakteri-
sierung von Euler-Graphen und von Graphen, die eine
Eulersche Linie enthalten, kennen.

Die Schiiler sollen Probleme durch Anwendung

graphentheoretischer Resultate 1l6sen kdnnen.
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L. Methodische {fberlegungen

441, Genetische Darstellung der Unterrichtsgegenstinde

Die Vertreter der genetischen Methode sind der Auffassung,
"daR die Mathematik nur iiber den ProzeB der Mathematisierung
richtig verstanden und erlernt werden kann, nicht als Fertig-
fabrikat." ! Die ausgewZhlten Unterrichtsgegenstinde sollen
genetisch dargestellt werden; die Darstellung soll jedoch
nicht der historischen Entwicklung folgen 2, sondern soll fiir

: - ; - 2 5 :
die Schiller eine '"Wiederentdeckung unter Fiihrung" -© sein.

Wittmann charakterisiert genetische Darstellungen durch :

"AnschluB an das Vorverstidndnis der Adressaten, _
Einbettung der Uberlegungen in gréBere ganzheitliche Problem-
kontexte auBerhalb oder innerhalb der Mathematik,
Zuldssigkeit einer informellen Einfiithrung von Begriffen aus
dem Kontext heraus,

Hinfiihrung zu strengen Uberlegungen iiber intuitive und
heuristische Ansitze,

durchgehende Motivation und Kontinuitit,

wihrend des Voranschreitens allmdhliche Erweiterung des
Gesichtskreises und entsprechende Standpunktverlagerungen." b
Das erste Merkmal ist insoweit erfiillt, als mit der Einbe-
ziehung linearer Algebra den Schiilern bekannte Unterrichts-
gegenstinde aufgegriffen werden. Verstindnis fiir Graphentheorie
muf} jedoch erst geweckt werden. Durch die im ersten Abschnitt
beschriebene Einbettung der Unterrichtsgegenstinde in weiter-
gehende graphentheoretische fberlegungen und durch die inhalt-
liche Anbindung an die lineare Algebra ist auch das zweite
Merkmal erfiillt. Die Begriffe Graph und FEuler-Graph sollen
aus drei verschiedenen Problemen heraus entwickelt werden, um
die Probleme mathematisch behandeln zu kdnnen (Merkmal 3).
Das vierte Merkmal tritt an zwel Stellen in der Unterrichts-
reihe hervor. Von Versuchen, das Konigsberger Briickenproblem
durch Probieren zu l&sen,iiber die Definition des Graphen, das

Vermuten und Beweisen von Satz 1 bis zur LSsung des Problems

Wittmann,[23],5.98

vgl. Wittmann,[2%],8.100
Freudenthal,(10],8.14
Wittmann,[231,8.98
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durch die Kontraposition von Satz 1 werden die zuerst intuiti-
ven und heuristischen Uberlegungen strenger und abstrakter.
Dies 18Rt sich auch bei der Erarbeitung der zum Bewels von
Satz 7 benotigten Sdtze durchfilhren. Ausgangspunkt ist die
Konstruktion aller Kreise und Zyklem in einigen Graphen. Das
Vermuten von Beziehungen zwischen Kreisen und Zyklen soll
zur Formulierung der SiHtze fiihren, die dann zu beweisen sind.
Die im flinften Merkmal geforderte durchgehende Motivation
wird durch die frithe Angabe des Ziels der Unterrichtsreihe
(Beweis der Umkehrung vom Satz 1) erreicht, ebenso ergibt
sich durch das selbstindige Vermuten von Sdtzen fiir die
Schiiller eine Motivatiom zum Bewels der Sdtze 1. Das sechste
Merkmal wird durch das Ubergehen von der Ldsung eines Prob-
lems (Konigsberger Briickemproblem) zur Losung einer Klasse

von Problemen (Charakterisierung der Euler-Graphen) erfiillt.

L.,2, Gliederung der Unterrichtsreihe

Die Unterrichtsreihe kann in drei Phasen gegliedert werden :

1. Einfiihrung der Grundbegriffe der Graphentheorie, LOsung
des Konigsberger Briickenproblems durch Satz 1,

2. Einfiihrung von Kreisen und Zyklem, Untersuchung der

Beziehungen zwischen Kreisen und Zyklen, Bewels der Um-

kehrung von Satz 1, . = :
3. Anwendung auf Eulersche Linien, Anwendung durch L&sen von
Problemen.
Die erste Phase dient dem Problemaufwurf und soll die Schiiler
fiilr die zweite Phase, die die haupts&chlichen Teile der Stoff-
erarbeitung enthdlt, motivieren. Die dritte Phase dient der

Sicherung der wesentlichen Lernergebnisse.

Die drei Phasen entsprechen den von Wittmann formulierten
Standpunkten bei der Mathematisierung. Nach Wittmann konnen

"wihrend der Mathematisierung in bezug auf Wirklichkeit und

"Sachbezogene Motivation 1:#Rt sich am ehesten erreichen
iiber die Gestaltung einer Ausgangssituation, die problem-
18sendes oder kreatives Verhalten von Schiilern heraus-
fordert." (Brunnhuber,[5],5.28)
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Mathematik wechselnde Sﬁandpunkte eingenommen werden' 1, die
er durch spezifische AktivitZten charakterisiert:

"(1) Schaffung und Weiterentwicklung mathematischer Instrumente
Im Mittelpunkt der Aktivitdt steht hier die Auseinander-
setzung mit neu aufgetauchten Problemen der Wirklichkeit
oder der Mathematik., Zur Losung dieser Probleme wird ein
mathematischer Apparat ... entwickellt ...

(2) Begrifflich-strukturelle Analyse ...
Bei dieser Aktivitit wird ein Standpunkt eingenommen,
bei dem die Betrachtung der urspriinglichen Probleme in
den Hintergrund riickt. Die Aufmerksamkeit richtet sich
auf ein gemif (1) entwickeltes Instrumentarium oder
mehrere Instrumentaria , die dazu von den konkreten
Problemkontexten geltst werden ...

(3) Anwendung
Gegebene mehr oder weniger prizise Instrumentaria bzw.
Strukturen ktnnen auf die Untersuchung spezieller Prob-
leme in vertrauten Bereichen oder auf neue Bereiche
angewandt werden ..." 2

L4e3. Feinlernziele

Die in 3.4. aufgestellten Groblernziele werden durch folgende

Feinlernziele konkretisiert :

Die Schiiler sollen

B die Definition des CGraphen nennen und anschaulich
interpretieren konnen (LZ I) 3,

(Lz 2) einen Graphen konstruieren und als Figur darstellen
konnen (LZ I),

(LA 3) die Definition des Buler-Graphen nennen und anschau-
lich interpretieren kénnen (LZ I),

(LZ 4) einen Euler-Graphen konstruieren und dies durch
Angabe einer Folge beweisen kénnen (LZ I),

(LZ 5) Satz 1 und die Beweisidee nennen kdnnen (17 I),

(LZ 6) die Definition des Wegs nennen und anschaulich inter-
pretieren konnen (LZ I),

(Lz 7) feststellen konnen, ob eine Teilmenge der Kanten-

menge eines Graphen ein Weg ist (LZ I),

! Wittmann,[23],5.107

Wittmann,23],5.107-108 .
In Klammern ist das Groblernziel angegeben, dem das Fein-
lernziel zugeordnet ist.
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(LZ 8) die Definition des Zusammenhangs nennen und anschau-
lich interpretieren k&nnen (LZ I),

Lz -9) die Definition des Kreises nennen und anschaulich
interpretieren kdnnen (LZ I),

(LZ 10) feststellen kdnnen, ob eine Teilmenge der Kanten-
menge eines Graphen ein Kreis ist (LZ I),

(LZ 11) die Definition des Zyklus nmenmen kdnnen (LZ I),

(LZ 12) feststellen konnen, ob eine Teilmenge der Kamtem.-
menge eines Graphen ein Zyklus ist (LZ I),

(LZ 13) Vermutungen iiber Beziehungen zwischen Kreisen und
Zyklen nennen kdnnen (LZ I),

(LZ 14) Dbeweisen konnen, daB (R(M),s,{0,1},0) ein
{0,1} -Vektorraum ist (LZ II),

(Lz 15) die symmetrische Differenz von disjunkten und nicht-
disjunkten Mengen von Kanten bilden k&nnen (LZ II),

(LZ'16) BSatz 2 und die Beweisidee nennen ktnnen (LZ I),

(LZ 17) Satz 3 und die Beweisidee nennen k&nnen (LZ I,II),

(LZ 18) Dbeweisen kdnnen, daB die Menge der Zyklen ein Unter-
raum von ‘R(K) ist (LZ II),

(LZ 19) Satz 4 und die Beweisidee nennen ktnnen (LZ I),

(LZ 20) mnach dem im Beweis von Satz 4 gegebenen Algorithmus
zu einem Zyklus einen darin enthaltenen Kreis
konstruieren kénnen (LZ I),

(LZ 21) Satz 5 und die Beweisidee nennen kénnen (LZ I,II),

(LZ 22) mnach dem im Beweis von Satz 5 gegebenen Algorithmus
zu einem Zyklus eine Menge disjunkter Kreise konstru-
ieren konnen, deren Vereinigung der Zyklus ist (LZ I,II),

(Lz 23) Satz 6 und die Beweisidee nennen kdnnen (LZ I),

(LZ 24) nach dem im Beweis von Satz 6 gegebenen Algorithmus
in einem in disjunkte Kreise zerlegten Graphen eine
Folge konstruieren kdénnen, die zeigt, daB der Graph
ein Buler-Graph ist (LZ I),

(LZ 25) Satz 7 und die Beweisidee nennen konnen (LZ I,II),

(LZ 26) die Definition der Eulerschen Linie nennen und
anschaulich interpretieren kdnnen (LZ I),

(Lz 27) Satz 8 und die Beweisidee nennen kdnnen (LZ I),

(LZ 28) zu einem Problem einen Graphen konstruieren konnen,
der dem Problem entspricht (LZ III),
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(LZ 29) die Problemstellung auf den dem Problem zugeordneten
Graphen iibertragen kénnen (LZ III),

(LZ 30) die Problemstellung unter Anwendung der Sdtze 7 und
8 lésen kénnen (LZ III),

(LZ 31) die Probleme beschreiben kdnnen, die mit Hilfe des
behandelten Stoffs zu lésen sind (LZ III).

Leoli, Unterrichtsverfahren

Der Umfang der Unterrichtsgegenstinde bedingt angesichts der
zur Verfiligung stehenden Zelt eine straffe Fihrung des Unter-
richts. Um trotzdem eine intensive Beschiftigung der Schiiler
mit dem behandelten Stoff zu erreichen, soll hiufig die
Unterrichtsform Gruppenarbeit gewdhlt werden 1. Damit soll
auch eine stirkere Beteiligung derjenigen Schiiler am Unter-
richtsgeschehen erreicht werden, die sich am Unterrichts-
gesprich nicht oder selten beteiligen. Fine EinfluRnahme auf
die Zusammensetzung der Gruppen soll auch weiterhin nicht
erfolgen, da diese bisher nie die Lernprozesse der Schiiler
behindert hat., Auch soll den Schiilern - angesichts des Nicht-
vorhandenseins eines Klassenverbands - die Mdglichkelit zu

hdufiger Zusammenarbeit gegeben werden.

Die Begriffe sollen vom Lehrer eingefiihrt werden. Da die
Unterrichisreihe mehr auf die Untersuchung von Beziehungen
zwischen mathematischen Objekten als auf deren Begriffsbildung
zielt, ist dieses Vorgehen notwendig, um in der verfiigbaren

Zeit die Beziehungen ausfiihrlich behandeln zu konnen.

Fiir die Erarbeitung der Bewelse kommen die Unterrichtsformen
Lehrervortrag, Unterrichtsgesprich, Partnerarbeit und Gruppen-
arbeit in Betracht. Dabel kann die Durchfiihrung des Beweises
und die Betrachtung eines Beispiels in verschiedenen Unter-
richtsformen erfolgen. Von den mdglichen Kombinationen sollen
drei durchgefiithrt werden : Erarbeitung von Beweis und Beispiel
im Unterrichtsgespréch, Behandlung des Beispiels im Unter-

richtsgesprich und Erarbeitung des Beweises in Gruppenarbeit

vgl. Brunnhuber,[5],5.40-50 ("Prinzip der Aktivierung")
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sowie Vortrag des Beispiels durch den Lehrer und Erarbeitung
des Beweises in Gruppenarbeit. Diese Formen werden gewsdhlt,
da sie den Schiilern bekannt sind und ein groRerer Zeitverlust
nicht zu erwarten ist. Ein Ausgleich in der zur Verfiigung
stehenden Unterrichtszeit ist nicht méglich, weil die Unter-
richtsreihe nicht verlingert werden kann. Die Erarbeitung von
Satz 4 im Unterrichtsgesprich (4.Doppelstunde) und von Satz 5
in Lehrervortrag und Gruppenarbeit (5.Doppelstunde) wird zum

Vergleich ausfiithrlich beschrieben.

Da die Schiiler wihrend der Durchfithrung der Unterrichtsreihe
Klausuren in beiden Leistungskursen und in einigen Grundkursen
schreiben, kann nicht mit intensiver Arbeit auBerhalb der
Unterrichtszeit gerechnet werden. Dies ist angesichts der
Bedeutung der Noten fiir Schiiler der Oberstufe werstédmdlich.
Hinzu kommt, daR® die Unterrichtsreihe kurz vor den Weihnachts-
ferien durchgefiihrt wird (die 7.Doppelstunde ist am letzten
Schultag). Daher soll die Stellung arbeitszeitintensiver

Hausaufgaben vermieden werden.

Die Schiiler schreiben im Fach Mathematik zwei Klausuren in
diesem Halbjahr. Die zweite Klausur wird am 9.12.1976 geschrie-
ben. Da zu dieser Zeit erst zwel Doppelstunden der Unter-
richtsreihe stattgefunden haben, konnen keine interessanten
Aufgaben aus dem Stoffgebiet der Unterrichtsreihe gestellt
werden. Wegen der von den Schiilern kurz vor Beginn der
Weihnachtsferien zu schreibenden Kursarbeiten, ist die
Belastung der Schiiler durch einen zusitzlichen Test nicht
angebracht. Eine Uberpriifung der Lernergebnisse soll daher
durch das Losen von Problemen in Gruppenarbeit zum AbschluB

der Unterrichtsreihe erfolgen.

4.5. Unterrichtsmittel

Fiir das Thema unter dem hier gewdihlten Aspekt stehen weder
Schulbiicher noch andere geeignete Biicher zur Verfﬁgunél Da
Graphentheorie fiir die Schiiler ein vdllig neuer Stoff ist

und in kurzer Zeit eine nicht geringe Anzahl von Definitionen
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und Sdtzen erarbeitet wird, ist die Anfertigung eines Text-
buchs notwendig. Dadurch wird den Schiilern das Auffinden von
bendtigten Definitionen oder Sitzen erleichtert. Um zu
erreichen, daf die Schiiler nicht jeden Tafelanschrieb oder
Jjede Bemerkung des Lehrers mitschreiben, soll das Textbuch
ausfiihrlich gestaltet werden. Dies hat auch zur Konsequenz,
da? die Schiiler spidtestens nach jeder Stunde die Teile des
Textbuchs erhalten, die den behandeltem Stoff darstellen.
Die Textbuchteile sollen jedoch nicht vor den Stunden an die
Schiiler verteilt werden, um die Konzentration der Schiiler
nicht vom Unterrichtsgeschehen abzulenken. Das Textbuch soll
auch an geeigneten Stellen im Unterricht als Arbeitsmaterial

eingesetzt werden.

Vorbereitete Folien fiir den Tageslichtprojektor sollen zur
Darstellung von Veranschaulichungen dienen. Neben einer
besseren Wirkung (Bekanntheit der Veranschaulichungen, da
einige Graphen wihrend der gesamten Unterrichtsreihe auftre-
ten) wird damit eine effektivere Nutzung der Unterrichtszeit
(Einsparung der Zeit fiir sonst erforderliche Tafelanschriebe)

erreicht.
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5. Planung und Durchfiihrung

5.1. Erste Doppelstunde

5.1.1, Plamung
Lernziele: LZ 1, LZ 2, LZ 3, LZ 4, LZ 5

Nach Erlduterung der Probleme 1,2 und 3 durch den Lehrer
(anhand von Folie 1) erhalten die Schiiler die Seite 1 des
Textbuchs und sollen in Gruppenarbeit nach Ldésungen und
Gemeinsamkeiten der Probleme suchen. Es wird erwartet, daR
die Schiiler die Probleme 1 und 3% losen und als Gemeinsamkeit

der Probleme eim '"Durchfahrem" feststellen.

Nach Auswertung der Gruppemarbeit s0ll im Lehrervortrag die
Definition des Graphen aus einer Figur (Beispiel 1) ent-
wickelt werden. In Partnerarbeit sollem die Schiiler eim
eligenes Beispiel komstruieren, gemiR der Definition aufschrei-
bem und als Figur darstellen. Nach Auswertung der Partnerar-
beit sollen im Unterrichtsgesprédch Graphen zu den Problemen
1 und 2 konstruiert werden und die Tdee fiir die Konstruktion
eines Graphen zu Problem 3 erarbeitet werden. Die Konstruk-
tion dieses Graphen soll Hausaufgabe sein. Zur Ubertragung
der Problemstellung von Problem 2 auf dem entsprechenden
Graphemn soll im Unterrichtsgesprdch fiir den Graphen aus
Beispiel 2 eine Folge von durchlaufenen Ecken und Kanten
angegeben werden, in der die erste und letzte Ecke gleich
sind, und vom Lehrer soll die Defimition des Euler-Graphen
gegeben werden, In Partnerarbeit sollen die Schiiler einen
Fuler-Graphen konstruieren und eine Folge angeben, die die

Bedingungen der Definitionm 2 erfijllt.

Nach Auswertung der Partnerarbeit soll im Unterrichtsgespréch
Satz 1 erarbeitet werden. Der Satz soll von dem Schiilern
aufgrund der behandelten Beispiele vermutet werdem. Es ist
jedoch méglich, daB dazu ein Hinwels des Lehrers erforderlich
ist. Gegebenmenfalls soll nach Beziehungen zwischen Ecken und
Kanten gefragt werden. Die Beweisidee soll von den Schiilern

anschaulich formuliert werden. Die Konsequenzen fiir Problem 2
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sollem im Unterrichtsgesprich erarbeitet.werdem. Vom Lehrer
s0ll dann die von Euler formulierte allgemeinere Problemstel-
lung erldutert werden. Im Unterrichtsgesprédch soll erarbeitet
werdem, daB der Beweis der Umkehrung von Satz 1 dieses Problem

losen wiirde.

Hausaufgabe soll die Konstruktion eines Graphen zu Problem 3
und die Erarbeitung des Beweises von Satz 1 sein.

Die Schiller erhalten die Seiten 2, 4 und 5 des Textbuchs.
Tafelbild :
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Tageslichtprojektor :

Probleme 1, 2 und 3 (Folie 1)

Graphen zu den Problemen 1 und 2 (Folie 1)
Satz 1

5¢1.2. Durchfiihrung

Der Unterricht fand micht im Physik-Ubungsraum statt.
Es fehltem: GT, IH und UB.

Nach Erlduterung der Probleme 1, 2 und 3 arbeitetem die
Schiiler in fol genden Gruppen :

1) AP, BS, DS, GH und RH, i) Ps, SL umd SR,
2) BW, @M und SE, 5) BO und MK,

3) €S, DK, HT und UP,
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Zur Auswertung der Gruppemarbeit trug BS die Losung von
Problem 1 vor. BW und HT erliduterten die beiden LGsungen von
Problem 3; GM betonte, daB die Methode in beiden Fillen
gleich sei. Zu Problem 2 vermutete BO, daBR es micht 1l&dsbar
sei.

L: Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Problemen ?

GM: Es sind Aufgaben mit Einschrinkungen.

L: (fdhrt mit einem Zeigestock auf dem Problemdarstellungen
der Folie 1 entlang)

AP: Es geht darum, Wege zu finden.

RH: Es gibt immer einen Anfangs- und einen Zielpunkt.
Dazwischen muB eine bestimmte Strecke zuriickgelegt werden.

PS: Es muR eine bestimmte Reihenfolge durchlaufen werden.

Anhand der Darstellung des Graphen von Beispiel 1 emtwickelte
der Lehrer die Definition des Graphen. Im Unterrichtsgesprich
wurde fiir den Graphen von Beispiel 1 aus der Darstellung die
Eckenmenge, die Kantenmenge und die Abbildung p bestimmt,

BS gab eine Zusammenfassung, in der sie die Beziehungen
zwischen einem Graph und seiner Darstellung hervorhob. In
Partnerarbeit konstruierten die Schiiler Graphen. Zur Auswer-
tung schrieb BO ihr Beispiel an die Tafel. DS brachte als
Beispiel einen Graphen, dessen Eckenmenge einelementig und
dessen Kantenmenge leer war; DK betrachtete die Vereine der
FuBball-Bundesliga als Ecken und jede Spielpaarung eines
gegebenen Spieltages als Kante mit den beiden beteiligten
Vereinen als Endpunkten.

Vom Lehrer wurde die Frage nach den Beziehungen zwischen
Graphen und den Problemen gestellt. Zu Problem 1 schlug GM
vor, die Endpunkte der Strecken als Ecken und die Strecken
als Kanten mit entsprechenden Endpunkten zu betrachten. Der
Vorschlag wurde vom Lehrer auf eine iliber Folie 1 gelegte
Folie gezeichnet. Zu Problem 2 schlug PS vor, die Briicken
als Ecken und die Spazierwege als Kanten zu betrachten, GH
und DS meintenm, man kdnne die vier durch den FluB voneinander
getrennten Gebiete als Ecken und jede mégliche Verbindung
zweier Gebiete iiber eine Briicke als Kante nehmen. Nach. Uber-
tragung der Problemstellungen auf die Graphen von Problem 1
und 2 durch DS, GM, PS und RH wurde von BO der Unterschied
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zwischen den beidem Vorschliégen herausgearbeitet. Der Lehrer
schlug dann vor, den von GH und DS beschriebenen Graphen zu
behandeln, da sich so eine Zhmnliche Problemstellung fiir die
Graphen von Problem 1 und 2 ergibe. Zu Problem 3 kamen Vor-
schldge von BO, GM und HT, die jedoch nicht auf eine Ldsung
des Problems fiihrten. Daher wurde vom Lehrer der Vorschlag
gemacht, die Komstruktiom eines Graphen zu Problem 3 als
Schiilerreferat in der ndchsten Stunde zu behandelmn. BS und UP
waren bereit, das Referat zu libernehmen; sie einigten sich

dann auf BS.

Der Lehrer schrieb den Graphen von Beispiel 2 an die Tafel.
Auf die Frage, ob man alle Kamten durchlaufen und zur Anfangs-
ecke zurilickkehren konne, nannte GH eine Folge von Kanten, die
dies bestdtigte. Auf Vorschlag des Lehrers sollte das Durch-
laufen durch eine Folge von Ecken und Kanten beschrieben
werden., HT diktierte eine solche Folge. Vom Lehrer wurde
anhand dieser Folge die Definition des Euler-Graphen ent-
wickelt, wobei die Bedingung e =€ 41 vergessen wurde. Beil
der anschaulichen Interpretation der Defimition bemerkte CS,
dal vom Zuriickkehren zur Anfangsecke nichts in der Definition
stédnde, die daraufhin berichtigt wurde. Imn Partnerarbeit ent-
wickelten die Schiiler eigene Beispiele fiir Euler-Graphen und
deren Folgen. Zur Auswertung schrieb BS ihr Beispiel an die
Tafel.

L: Kann man einen Euler-Graphen auf Anhieb erkennen ?
RH: Ich kann das micht.

GM: Hat das was mit geraden und ungeraden Zahlen zu tun? In
Problem 2 geht es nicht, weil da eime Ecke ist, zu der
laufen drei Kanten. Bei dem Beispiel darunter sind es
zwel oder vier Kantem. Ich habe hier etwas ausprobiert
und da haben die Ecken jedesmal zwel oder vier Kanten,
Wenn das nicht so ist, kommt mam an der Ecke an, aber
nicht mehr weg.

L: (demonstriert dies an den Beispielem)
Wie konnte man GMs Vorschlag als Satz formulierenm ?

UP: Wenn ein Graph ein Euler-Graph ist, hat jede Ecke eine
gerade Anzahl von Kantem.

L: (schreibt Satz 1 auf eine Folie) :
Was ist hierbei die Voraussetzung, was ist die Behauptung°

SL: Voraussetzung ist, daB der Graph ein Euler-Graph ist, und

Behauptung ist, daB jede Ecke Endpunkt einer geraden An-
zahl vom Kantenm ist.
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L: Und wie beweist man das ?

RH: Wie GM das gesagt hat. Jede Kante tritt in der Folge auf,
weil das ein Euler-Graph ist. Wemn eine Ecke drei Kanten
hat, kommt man zur Ecke hin und wieder weg, auf der dritten
Kante wieder hin, aber nicht mehr weg, weil man die beiden
anderen Kanten schon durchlaufen hat.

Die Frage nach der Bedeutumg von Satz 1 fiir die Lésung von
Problem 2 wurde von den Schiilerm nicht sofort richtig beantwor-
tet., Da eime weitere Behandlung aus Zeitgriinden nicht mdglich
war, wurde als Hausaufgabe das Erarbeiten des Beweises von
Satz 1 und der Anwendung des Satzes auf Problem 2 (zweiter

Teil der Seite 5 des Textbuchs) gestellt.

Die Schiiler erhielten die Seiten 2, 4 und 5 des Textbuchs.
BS erhielt zur Vorbereitung des Referats die Seite 3 des Text-
buchs und die Folie 2.

5.1.3. Bemerkungen

In der-Gruppenarbeit stand fiir die Schiiler die Suche nach
Losungen der Probleme so stark im Vordergrund, daB Gemeinsam-
keiten der Probleme kaum diskutiert wurden. Die erwarteten
BuBRerungen kamen erst nach einem Hinweis des Lehrers. Bei der
Bestimmung eines Graphen zu Problem 2 wurde es notwendig, an
dieser Stelle die Problemstellungen auf die Graphem zu iliber-
tragen, da daran zu entscheiden war, welcher Vorschlag weiter
behandelt werden sollte. Die Komstruktion eines Graphen zu
Problem 3 wurde micht als Hausaufgabe gegeben, da aus Zeit-
griinden die Bereitstellung der dafiir erforderlichen Informa-
tionen nicht méglich war. Herausragend war die Vermutung von
Satz 1 durch @M, ohne daB ein Hinweis des Lehrers erfolgte;
sie formulierte gleichzeitig die Beweisidee. Die Anwendung
von Satz 1 auf Problem 2 wurde von den Schiilern nicht gesehen,
da sie die Kontrapositiomn des Satzes nicht beachteten. Aus
Zeitgriinden konnte dies in der Unterrichtsstunde nicht weiter
behandelt werden und wurde deshalb als Hausaufgabe gestellt.
Neben der herausragendem Mitarbeit von @M ist auch die Betei-
ligung von BS, die sich sonst kaum am Unterricht beteiligte,

bemerkenswert.

Die Lernziele wurden alle erreicht, Dies wurde durch Schiiler-
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beitrédge und bei dem Lernzielem LZ 2 und LZ 4 durch Beobachtung

der Partmerarbeit iiberpriift.

5.2. Zweite Doppelstunde

5.2.1. Planumg
Lermziele: LZ 6, LZ 7, LZ 8, LZ 9, LZ 10, LZ 11, LZ 12

Um die im der erstem Doppelstunde fehlenden Schiiler moglichst
schnell am Unterricht beteiligenm zu kdnnen, soll mit der
Wiederholung der Seitem 1, 2 und 4 des Textbuchs begonnen
werdem., Dadurch soll erreicht werdem, daB alle Schiiler dem
Referat {iber die Konstruktion eines Graphen zu Problem 3 fol-
gen konnen. AnschlieRend soll die Seite 5 des Textbuchs
besprochen werden und vom Lehrer das weitere Vorgehen skizziert

werden.

Anhand von Beispiel 3 soll im Lehrervortrag die Definition des
Wegs entwickelt werden. In Gruppenarbeit sollen die Schiiler
zwel Teilmengen der Kantenmenge des Graphen von Beispiel 2
daraufhin liberpriifen, ob sie Wege sind, und selbst einen Weg
mit dazugehdriger Wegfolge in diesem Graphen bestimmen., Weiter
sollen sich die Schiiler Definition 44 und Beispiel 4 erarbeiten.
Dazu erhalten sie die Seite 6 des Textbuchs. Nach Auswertung
der Gruppenarbeit soll vom Lehrer begriindet werden, warum im
folgenden nur zusammenhdngende Graphem betrachtet werden sollen,

die als Graphen bezeichnet werden.

Im Lehrervortrag soll anhand von Beispiel 5 die Definition des
Kreises gegeben werden. Dabei sollen die Zusammenhinge mit der
Definition des EBuler-Graphem herausgestellt werden. Im Unter-
richtsgespridch soll von den Schiilern eine anschauliche Inter-
pretation des Begriffs gegeben werden. In Gruppenarbeit sollen
die Schiiler im Graphen von Beisplel 2 zwei Teilmengen der
Kantenmenge daraufhin iiberpriifen, ob sie Kreise sind, selbst
einen Kreis mit dazugehdriger Wegfolge in diesem Graphen
bestimmen und die Definition des Kreises ohne Benutzung.des

Begriffs Weg aufschreiben.

Nach Auswertung der Gruppenarbeit soll als Hausaufgabe die
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Bestimmung aller Kreise in den Graphen von Beispiel 5 und 2,
die Erarbeitung des Begriffs Zyklus anhand der Seite 7 des
Textbuchs und die Bestimmung aller Zyklen im Graphen von
Beispiel 5 gestellt werden.

Die Schiiler erhalten die Seitem 3 und 7 des Textbuchs und die
Arbeitsbégen 1 und 2.

Tafelbild :
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Tageslichtprojektor :
Problem 3 (Folie 2)

Beispiel 3 (Folie 3, Feld 1)
Beispiel 2 (Folie 3, Feld 2)
Beispiel 5 (Folie 3, Feld 3)
Beispiel 2 (Folie 3, Feld 2)

5.2.2. Durchfiihrung

Der Unterricht fand im Physik-Ubungsraum statt.
Es fehlte: UB.

Da vom den in der ersten Doppelstunde fehlenden Schiilern nur

TH anwesend war (GT kam verspdtet) und sie das Textbuch gelesen
hatte, wurde mit dem Referat begonnen. Das Referat wurde von

BS anhand von Folie 2, bei der jedes Feld einzeln verdeckt
werden konnte, als Unterrichtsgespridch durchgefiihrt. Eine Zu-
sammenfassung des Losungsverfahrens von Problem 3 und die
Beschreibung der Uberfahrten gaben GT und UP.

MK wiederholte dem Stoff der Seitem 1, 2 und 4 des Textbuchs.
HT und RH beschrieben den Beweis von Satz 1. Aufgrund einer
Bemerkung von UP ergab sich eine Diskussion iiber einen Beweis-
schritt. Der zweite Teil der Seite 5 wurde im Unterricﬁ%sge-

sprédch behandelt., CS faBte die logische Struktur von Satz 1

und der dazu Zquivalenten Aussage zusammen.
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Nach eimem (Uberblick iiber das weitere Vorgehen beim Beweis

der Umkehrumng von Satz 1 wurde vom Lehrer die Defimition des
Wegs anhand von Beispiel 3 entwickelt. AP und GT faBten zu-
sammen, was von einer Teilmenge der Kantenmenge gezeigt werden
muB, um festzustellem, ob sie ein Weg ist. Die Schiiler erhiel-

ten die Seite 6 des Textbuchs und solltem in Gruppenarbeit

33

Graphen vom Beispiel 2 Wege sind, einen weiteren Weg mit da-

untersuchen, ob die Mengen {kZ’kA’RG} und {k,,k,,k;f im
zugehoriger Wegfolge in diesem Graphen bestimmen und sich
Definition 4 und Beispiel 4 erarbeitem. Die Schiiler arbeiteten
in folgenden Gruppen :

1) BW, DK, DS, PS, RH umd SE, 4) BS, HT, IR und UP,

2) BO und MK, 5) GT, SL und SR.

3) AP, CS, GH und GM,

SE und GH erl#iiterten, daB [kz,k}_&,ksj ein Weg bzw. {_k},kz,kB}
kein Weg im Graphenm von Beispiel 2 ist. Nach einer kurzen
Diskussion iiber die Frage, was von einer Teilmenge der Kantenm-
menge zu zeigen ist, damit sie keim Weg ist, gab SL einen
weiteren Weg mit Wegfolge an. Der Begriff Zusammenhang wurde
von DS, HT umnd TH erliutert und anschaulich interpretiert.

Vom Lehrer wurde begriindet, warum nur zusammenhiéngende Graphen
behandelt werdem sollen. PS gab eine Zusammenfassung der

neuen Begriffe.

Die Schiiler erhieltem die Seite 3 des Textbuchs.

5.2.3. Bemerkungen

Die Durchfiihrung des Referats am Beginn der Stunde ermdg-
lichte es, die Wiederholung, die Besprechumg der Seite 5 des
Textbuchs und die sich daram inhaltlich anschlieBenden Unter-
richtsgegenstinde zusammenhiingend zu behandeln. Da das Referat
lidnger als geplant war (25 statt 15 Minuten) und die Wieder-
holung umd Besprechung der Seite 5 des Textbuchs ebenfalls
lénger dauerte (30 statt 20 Minuten), komnte die Definitiom
des: Kreises micht mehr behandelt umnd daher die vorgesehene

Hausaufgabe nicht gestellt werden.

Die Lernziele LZ 6, LZ 7 und LZ 8 wurdem erreicht. Dies wurde

durch Schiilerbeitridge und beim Lermziel LZ 7 durch Beobachtung
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der Gruppenarbeit liberpriift. Die Lernziele LZ 9 umd LZ 10
konnten aus Zeitgriindem nicht erreicht werden. Die Lernziele
LZ 11 und LZ 12, die durch die Hausaufgabe erreicht werden

sollten, wurden ebenfalls micht erreicht,

5¢3. Dritte Doppelstunde

5¢3.1. Planung
Lermziele: L%Z.9, LZ 11, LZ 12, LZ 10,  LZ 13, LZ 14, (LZ 16)

Da die zweite Doppelstunde elf Tage zuriickliegt, soll von dem
Schillern in einer Wiederholumg eine anschauliche Interpreta-
tion der bisher behandelten Unterrichtsgegenstdnde (Graph,
Fuler-Graph, Satz 1, Weg, Zusammenhang) gegeben werden.
Anhand vom Beispiel 5 s0ll vom Lehrer die Definition des
Kreises emtwickelt werdem. Dabei sollen die Zusammenhimge mit
der Definition des Euler-Graphen herausgestellt werdem. Im
Unterrichtsgesprédch soll von den Schiilern eine anschauliche
Interpretation des Begriffs gegeben werdem. Aus Satz 1 soll
die Defimitiom des Zyklus im Lehrervortrag entwickelt werden.
Auch hier sollen die Zusammenhiinge mit Euler-Graphen betont
werden. Im Unterrichtsgesprédch sollen die Schiiler feststellem,
ob die drei Mengen von Kanten aus Beispiel 6 Zyklem sind.
Unter Verwendung des Begriffs Zyklus sollen die Schiiler Satz 1

und dessen Umkehrung umformulieren.

In Gruppemarbeit sollen die Schiiler die Definition des Kreises
ohne Benutzung des Begriffs Weg aufschreiben, in den Graphen
von Beispiel 5 und Beispiel 2 alle Kreise und alle Zyklen
bestimmen und Vermutungen iiber Beziehungen zwischen Kreisen
und Zyklem aufstellen. Dazu erhalten die Schiiler die Seite 7
des Textbuchs und die Arbeitsbogen 1 und 2, Auf dem Arbeits-
bGgen kdnnem die Kreise und Zyklem als Figur amschaulich dar-
gestellt werdem. Weiter geht die Anzahl der Kreise und Zyklenm
daraus hervor. Durch das Bestimmen aller Kreise und aller
Zyklen in zwel Graphen sollen die Schiiler in die Lage;yersetzt
werdemn, Vermutungen iiber die Beziehungen zwischen Kreisem und
Zyklen aufzustellen. Es wird erwartet, daB die Schiiler fol-

gende Beziehungem vermuten : (i) Jeder Kreis ist ein Zyklus,
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(ii) Jeder Zyklus enth#lt als Teilmenge einen Kreis und

(iii) Jeder Zyklus ist Vereinigung disjunkter Kreise. Nicht
erwartet . werden kann, daB die Schiiler Beziehungen beziiglich
der symmetrischen Differenz vermuten. Fiir die erste Aufgabe
erhélt eine Gruppe eine Folie, auf der sie ihr Ergebnis fest-
halten so0ll. Die Auswertung der zweiten Aufgabe soll mit Hilfe
der Folien 4 und 5 erfolgen. Die Kreise und Zyklen sind jeweils
einzeln abgedeckt; die Abdeckung wird entfernt, wenn eine
Gruppe die entsprechende Menge als Kreis bzw. als Zyklus be-
zeichnet. Dies ist ein zeitsparendes Verfahren , bei dem die
Schiiler ihre Ergebnisse nach und nach kontrollieren konnen.
Damit die eventuell zeitaufwendige Korrektur der eigenen Auf-
zeichnungen wihrend der Stunde entfallen kann, erhalten die
Schiiler die Ergebnisse nach der Stunde (Textbuchseiten 8 und 9).
Die vermuteten Beziehungen zwischen Kreisen und Zyklen sollen

an der Tafel festgehalten werden.

Im Unterrichtsgespriich sollen aus den Vermutungen der Schiiler
die Sdtze 2, 4 und 5 formuliert werden. Weiter soll nach einem
Hinweis des Lehrers auf die symmetrische Differenz Satz 3 ver-

mutet werden.

Falls geniligend Zeit zur Verfiigung steht, soll Satz 2 im Unter-

richtsgespridch bewiesen werden.

Als Hausaufgabe sollen die Schiiler die Seite 10 des Textbuchs
lesen und die Vektorraumbedingungen (i) - (iv) beweisen.
Die Schiiler erhalten die Seiten 8, 9 und 10 des Textbuchs.

Tafelbild
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Tageslichtprojektor:

Definition Kreis ohne Benutzung des Begriffs Weg
Kreise und Zyklen (Folie 4, Folie 5)

Beweis Satz 2
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5¢3+2. Durchfiihrung
Der Unterricht fand nicht im Physik-Ubungsraum statt.

An der Wiederholung waren DK, GT, GM, PS, RH und UP beteiligt.
Nach der Entwicklung der Definition des Kreises gaben GH, HT
und TH eine anschauliche Interpretation des Begriffs. Im
AnschluBR an die Definition des Zyklus durch den Lehrer wurde
Beispiel 6 im Unterrichtsgesprich behandelt. Satz 1 und seine
Umkehrung wurden von CS und PS umformuliert.

Die Schiiler arbeiteten in folgenden Gruppen :

1) AP, CS, GH, GT und RH, 4) DK, DS.und HT,

2) BW, GM und SE, ) IH, P53, 8L, SR und UP,

3) B0, BS, MK und UB,

Gruppe 1 erhielt eine Folie fiir die erste Aufgaben. Zur Aus-

wertung der ersten Aufgabe beschrieb GM (Gruppe 2) das anzu-

wendende Verfahren, CS (Gruppe 1) erliuterte die von ihrer

Gruppe geschriebene Folie und MK (Gruppe 3) stellte den

Unterschied zwischen Weg und Kreis heraus. Zur zweiten Auf-

gabe nannte UB (Gruppe 3) alle Kreise und SL (Gruppe 5) alle

Zyklen im Graphen aus Beispiel 5; RH (Gruppe 1) nannte alle

Kreise und SE (Gruppe 2) alle Zyklen im Graphen aus Beispiel 2.

SE bemerkte dabei, daR alle Kreise auch Zyklen seien.

L: Welche Vermutungen iiber Beziehungen zwischen Kreisen und
Zyklen haben Sie aufgestellt ?

BS (Gruppe 3): Jeder Kreis ist ein Zyklus.

DK (Gruppe 4): Jeder Zyklus besteht aus einer Menge von
Kreisen.

PS (Gruppe 5): Jeder Zyklus besteht aus mindestens einem
Kreis.

BW (Gruppe 2): Jeder Zyklus ist Vereinigungsmenge von disjunk-
ten Kreisen.

L: (schreibt die Vermutungen an die Tafel)
Ihre Vermutungen liefern uns Sdtze, die wir benctigen, um
die Umkehrung von Satz 1 beweisen zu konnen. Der erste
Satz ist, daB jeder Kreis ein Zyklus ist. (TA: Sei
G=(E,K,p) ein Graph. Satz 2: Sei RcK ein Kreis. Dann ist
R ein Zyklus.) Sehen Sie sich bitte die zweite und die
vierte Vermutung an.

DS: Fiir die leere Menge gilt das nicht.
GM: Der Zyklus muB ungleich der leeren Menge sein.
BO: Die beiden Vermutungen besagen dasselbe.
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L: Also jeder nichtleere Zyklus ist Vereinigung von disjunkten
Kreisen. (TA: Satz 5: Sei ZcK, Z#@, ein Zyklus. Dann ist
Z Vereinigung von disjunkten Kreisen,)

BS: Dann konnte Satz 2 wegfallen.

L: Den Satz werden wir brauchen, um Satz 5 beweisen zu k®nnen.
Zur dritten Vermutung. Was soll fbesteht aus* bedeuten ?

IH: Es gibt mindestens einen Kreis, dessen Kanten alle im
Zyklus sind.

UP: Der Kreis ist Teilmenge des Zyklus.

L: (TA: Satz 4: Sei ZcK, Z£@, ein Zyklus. Dann gibt es
einen Kreis Rc Z.)
Einen Satz haben Sie nicht vermutet. Wenn man disjunkte
Kreise vereinigt, ergibt das einen Zyklus. Vereinigt man
nicht disjunkte Kreise, so ergibt das nicht immer einen
Zyklus.

BW: Man ktnnte den Durchschnitt von Kreisem nehmen,
bl
2ok, ! und {k},ka,l{E

nimmt, dann ist der Durchschnitt kein Kreis und auch kein
Zyklus.

L: Wir haben am Anfang des Schul jahres eine weitere Verkniip-
fung zwischen Mengen behandelt.

RH: Wir hatten das Delta genannt.

TE
t
2

GT: Wenn man im Beispiel 2 die Kreise {ki,k

L: Symmetrische Differenz.

GT: Das war A 2B= (Av B)\(An~ B).

BO: In dem Beispiel wire das {kq’kBE; und das ist ein Kreis.

BS: Wenn man {k2’k33£{k4’k5} bildet, ist das kein Kreis aber
ein Zyklus.

L: Was konnte man vermuten ?

GT: Wenn man Kreise durch /A verkniipft, so entsteht ein
Zyklus.

BW: Vielleicht sind die Zyklen so etwas wie eine Gruppe, wenn
man sie so verkniipft.

L: Man kann GTs Vorschlag allgemeiner formulieren. Verkniipft
man zwei Zyklen durch die symmetrische Differenz, so er-
h&lt man einen Zyklus. (TA: Satz 3: Seien Z,2' cK Zyklen.
Danm ist Za Z' ein Zyklus.) Auf BWs Vorschlag werden wir
dann auch zuriickkommen.

DK gab eine Zusammenfassung der Unterrichtsgegenstinde dieser

Doppelstunde.

Die Hausaufgabe wurde wie geplant gestellt.
Die Schiiler erhieltem die Seiten 8, 9 und 10 des Textbuchs.
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5.3+.3%. Bemerkungen

Die Lernziele LZ 9 bis LZ 13 wurden erreicht. Dies wurde

durch Schiilerbeitrige und bei den Lernzielen LZ 10, LZ 12 und
LZ 13 durch Beobachtung der Gruppenarbeit iiberpriift. Das Lern-
ziel LZ 14 so0ll durch die Hausaufgabe erreicht werden. Zur
Behandlung des Beweises von Satz 2 fehlte die Zeit, daher
wurde das Lernziel LZ 16 nicht erreicht.

5.4. Vierte Doppelstunde

S.4.1. Planung

Lernziele: LZ 16, L% 15, LZ 18, LZ 19, LZ 20, (L% 21, LZ 22)

In einer Wiederholung sollen die Schiiler die Definitionen der
Begriffe Kreis und Zyklus und die in der letzten Doppelstunde
vermuteten Beziehungen zwischen Kreisen und Zyklen in einem
Graphen nennen,

Der Beweis von Satz 2 soll im Unterrichtsgesprich erfolgen.
Dabei soll von den Schiilern herausgearbeitet werden, was zu
zeigen ist. Die Fallunterscheidung soll vom Lehrer eingefiihrt
werden; die weiteren Beweisschritte sollen Schiilerbeitriige
sein. Parallel zum Beweis so0ll im Graphen von Beispiel 2 der
Kreis {k1,k3,k4} untersucht werden. In seiner Wegfolge

(ej,k5,ez,k4,e5,k1,e1) treten die Ecken e und e, auf,

1225 3
die Endpunkt von genau zwei Kanten des Kreises sind (e1 von
von k_, und k

k, und k3’ > 3 L 93
die nicht in der Folge auftritt,ist Endpunkt keiner Kante

e von k, und k4)° Die Ecke e

L
des Kreises.

AnschlieBend so0ll von den Schiilern die erste Hdlfte der

Seite 10 des Textbuchs zusammengefaBt werden und das Verfahren
zum Bewels der Vektorraumbedingungen erliutert werden, Da das
Besprechen des ganzen Beweises oder das Anschreiben einiger
Beweiszeilen an die Tafel zu langwierig wire, sollen drei
Beweiszeilen auf der Folie 6 von Schiilern begriindet werden.
Zur Anwendung auf Graphen sollen die Schiiler in Partnerarbeit
{ki,kB,k4}a?_k3,k5,k6,k?} und {k;,kg,ko/a{k,,ks} im Graphen
von Beispiel 2 berechnen. Das Ergebnis ist in beiden Fdllen

{ki’kh’kB’k6’k73 und dient als Beispiel fiir den letzten




S A

Absatz der Seite 10 des Textbuchs. Zur Veranschaulichung soll

Folie 5 dienen.

Der Beweis von Satz 3 soll im Unterrichtsgespridch erarbeitet
werden., Parallel zum Beweis soll im Graphen von Beispiel 2
die symmetrische Differenz der Zyklen Ek1,k2,k3,k6,k73 und
{k],kq,k5,k6,k?} betrachtet werden. Fiir die sich ergebende
Menge {ka,kj,kq_,l%} s0ll die Anzahl der Kanten mit Endpunkt
€15 €5 bzw. eq nach dem im Beweis beschriebenen Berechnungs-
verfahren bestimmt und an der Figur (Folie 5) verglichen
werden. Dann soll der Vorschlag, den BW in der letzten Doppel-
stunde machte, aufgegriffen werden. In Partnerarbeit sollen
die Schiiler beweisen, daB die Menge der Zyklen in einem
Graphen ein Unterraum des Vektorraums der Kantenmenge ist.

Im Unterrichtsgespridch soll Satz 4 bewiesen werden. Parallel
zum Beweis soll im Graphen von Beispiel 2 (dessen Kantenmenge
ein Zyklus ist) ein Kreis konstruiert werden. Zur Veranschau-
lichung soll Folie 3, Feld 2 dienen.

Als Hausaufgabe soll im Arbeitsbogen 3 die Aufgabe a) bear-
beitet werden.

Falls genligend Zeit zur Verfiigung steht, kann der Beweis von
Satz 5 besprochen werden. Parallel dazu sollen im Graphen von
Beispiel 2 disjunkte Kreise bestimmt werden, deren symme-
trische Differenz die Kantenmenge ist. Als Hausaufgabe kann
dann auch Aufgabe b) des Arbeitsbogen 3 gegeben werden.
Alternativ kénnte auch nur das Verfahren am Beispiel erliutert
werden, was weniger Zeit beanspruchen wiirde. Das Erarbeiten

des Bewelises konnte dann Hausaufgabe sein,

Die Schiiler erhalten die Seiten 11 und 12 des Textbuchs und

den Arbeitsbogen 3.

Tafelbild (in zeitlicher Abfolge) ¢ Tageslichtprojektor :
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5.442. Durchfiihrung

Der Unterricht fand nicht im Physik-Ubungsraum statt.
Es fehlten: BW, SE und UP. DK, GH, GT und RH fehlten in der
zweliten Stunde wegen einer Kursarbeit.

An der Wiederholung beteiligten sich DS, GH und SR. Der
Beweis von Satz 2 erfolgte wie geplant. Bis auf die Fallunter-
scheidung wurden alle Beweisschritte von Schiilern vorgeschla-
gen. An der Erarbeitung des Beweises beteiligten sich AP, RO,
GM, HT, IH, MK und RH, an der Erarbeitung des Beispiels BS,

DK und GT. TH gab eine Zusammenfassung des Beweises., RH faRte
die erste Hilfte der Seite 10 des Textbuchs zusammen, CS er-
lsuterte das Beweisverfahren und AP, DS und SL begriindeten

drei Beweiszeilen. Zur Ausweftung der Partnerarbeit trugen

MK und PS das Ergebnis der ersten bzw. zweiten Aufgabe vor
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und begriindeten es. BO und HT faBten die zweite Hilfte der

Seite 10 des Textbuchs zusammen. DS lieferte die Idee des

Beweises von Satz 3. An der Erarbeitung des Beispiels betei-

ligten sich BS, CS und GM. BO gab eine Zusammenfassung des

Beweises. In der Auswertung der Partnerarbeit wurde von BO

und HT herausgearbeitet, daBR Satz 3 die Abgeschlossenheit der

Menge der Zyklen gegeniiber der inneren Verkniipfung in R (K)

bedeutet und daB dies zusammen mit der Abgeschlossenheit

beziiglich der HuBeren Verkniipfung zeigt, daB die Menge der

Zyklen ein Unterraum von < (K) ist. HT und PS begriindeten die

Abgschlossenheit beziiglich der HuBeren Verkniipfung.

L: Nun zu Satz 4. Sel ZcK, Z#£@, ein Zyklus. Dann gibt es
einen Kreis RcZ. (TA: Satz 4: ZcK, Z#£@, Zyklus = es
gibt RcZ, R Kreis) Der Beweis ist gleichzeitig ein Kon-
struktionsverfahren zur Bestimmung eines Kreises. Als
Beispiel betrachten wir in diesem Graphen die Kantenmenge

K, die ein Zyklus ist. (Folie 3, Feld 2) Wenn Z £4 ist,
gibt es eine Kante aus Z. Die bezeichnen wir mit k1. Die

Endpunkte von k, bezeichnen wir mit e, und e,. (TA: Beweis:
ki e Z, Endpunkte: e;, e,) Z ist ein Zyklus.

BS: Dann muB es eine zweite Kante aus Z mit Endpunkt %Egeben.

L: (TA: k, eZ, Endpunkte: €5 83) Wenn jetzt o5 = e ist, was
hdtte man dann ?

DS: Dann hitten wir einen Kreis,

L: (TA: t93=:e.I 2 Kreis) Welche Kanten enth#lt er und welche
Wegfolge geh8rt zu dem Kreis ?

HT: Die Kanten k, und k,. Die Wegfolge ist (e1,k1,e2,k2,e3).

L: ITm Beispiel habe ich k6 gewdhlt, mit den Endpunkten 84
und 4. Als zweite Kante kann man k3 mit den Endpunkten e,
und e, nehmen. (TA: k. ek, Endpunkte: €ys - k., ek, End-
punkte: e,, e2)

3

BS: Es muBR eine weitere Kante geben mit Endpunkt s

L: Da habe dch k}+ mit den Endpunkten e und 93 gewdhlt,
(TA: kq_eK, Endpunkte: €5, e3) Im allgemeinen Fall gibt es
eine Kante kB’ wenn ggé e, ist.

AP: Mit den Endpunkten e3 und eh.

L: (TA: kBeZ, Endpunkte:

bestimmt 2

euJ Wann h&étte man einen Kreis

93,

HT: Wenn 64=e1 ist.
@M: QOder wenn e4= e, ist.
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L: (TA: e, = oder e, =e, = Kreis)

In
Welchen Kreis und welcheWegfolge hidtten wir dann ?

BO: {k1,k2,k3} als Kreis und (e;,k;,e,5,k,,e kj,e1) als Weg-

3’
folge.

PS: Oder falls e, =€, ist, den Kreis {kz,kji mit der Wegfolge

(ea,kz,eB,kB,ez).
IH: e, miRte auch in der Folge auftreten.
BS: Nein, denn k, gehdrt nicht zum Kreis.

L: Nicht alle Kanten, die wir aufschreiben,miissen auch zu dem
Kreis gehSren. Und wenn eb,’é e, und eu;é es ist ?

DS: Dann gibt es eine Kante ku mit den Endpunkten ey und e5.
L: (TA: kq_ez, Endpunkte: e, , 95)
Im Beispiel wdhle ich k1 mit den Endpunkten e5 und ey .
(TA: k, ¢eK, Endpunkte: 93, 91)
BS: {kB,kq,
Ly (PA: {k3’k4’kT3'iSt Kreis) Welche Wegfolge kennt man ?
UB: (e1,k3,e2,k4,e3,k1,e1).

kf} ist ein Kreis.

Le: (TA: (e1,k3,e2,k4,93,k1,el)) Die Frage ist, ob man mit dem
Verfahren irgendwann fertig wird.

BO: Es gibt nur endlich viele Ecken, also kann man nicht
immer neue Ecken finden.

L: Also gibt es ein kn_eZ mit Endpunkten e, und e so daB

n+1?

e schon einemal aufgetreten ist.

n+1
(TA: ... k eZ, Endpunkte: e , e ., € . 3[91,e2,...,en_ﬁ )
Wer beschreibt bitte das Verfahren ?

PS: Z ist ein Zyklus, also fihrt von jeder Ecke eine gerade
Anzahl von Kanten weg. Man nimmt eine Kante und von ihrem
Endpunkten fiihrt noch eine Kante weg. So macht man das
weiter, bis man eine Kante findet, deren zweiter Endpunkt
schon aufgetreten war. Das geht, weil es nicht immer neue
Ecken gibt. Dann hat man einen Kreis.

L: Man muB noch angeben, welchen Kreis das liefert. Wir
nehmen an, € 4] =5 Als Kreis hat man.dann.(ki,ki+1,...,knj.
Das liefert die Folge (Qi’ki’ei+1’ki+1""’en?kn’ei)'

(TA: 8. =% {ki’ki'!"l"“’kn} Kreis,
(ei’ki’ei+1’ki+1""’en’kn’ei)) Warum ist das eine Weg-
folge ?

BS: Jede Kante aus dem Kreis tritt in der Folge genau einmal
auf. " a

AP: Die Ecken sind paarweise verschieden, bis auf die erste
und die letzte.
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SR: Die neben einer Kante stehenden Ecken sind ihre Endpunkte.

HT: Warum ist e aus {e],ea,...,en_i} und nicht aus

n+1

CS: Weil e

a1 nicht gleich e, sein kann.

Tafelbild (Ausschnitt) ¢
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Zum SchluR nannten DS und SR die Beweisideen der Sitze 2 bzw,
SL faBRte zusammen, wie bewiesen wurde, da® die Menge der
Zyklen in einem Graphen ein Unterraum von K (K) ist und UB
nannte die Beweisidee von Satz 4.

Als Hausaufgabe wurde die Aufgabe a) des Arbeitsbogens 3
gestellt,

Die Schiiler erhielten die Seiten 11 und 12 des Textbuchs und
den Arbeitsbogen 3.

5.4.3%. Bemerkungen

Das Lernziel LZ 14 (3.Doppelstunde) wurde erreicht. Die Lern-
ziele LZ 15 bis LZ 19 wurden erreicht. Dies wurde durch
Schiilerbeitridge und bei den Lernzielen LZ 15 und LZ 18 durch
Beobachtung der Partnerarbeit iberpriift. Das Lernziel LZ 20
s0ll durch die Hausaufgabe erreicht werden. Zur Behandlung
von Satz 5 fehlte die Zeit, daher wurden die Lernziele LZ 21
und LZ 22 nicht erreicht.
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5.5. Fiinfte Doppelstunde

5.5.1. Planung
Lernziele: LZ 21, LZ 22, L2 23, LZ 24, LZ 25, LZ 26, LZ 27

Nach einer Wiederholung der Sdtze 2, 3 und 4 und ihrer Beweis-
ideen soll die Hausaufgabe von einem Schiiler vorgetragen wer-

den. Vom Lehrer soll das Vorgehen auf Folie 7, Feld 2 notiert

werden.

Das Konstruktionsverfahren des Beweises von Satz 5 soll im
Lehrervortrag am Graphen von Beispiel 2 durchgefiihrt werden.
Als Veranschaulichung dient Folie 5. Nach der Behandlung von
zwel im Beweis wichtigen Eigenschaften der symmetrischen

Differenz (AcB = AaB=B\A, AsB,sB a...ABn=EF =

AJ=B1QBZA...dBn) im Unterrichtsgespiéch sollen sich die
Schiiler in Gruppenarbeit den Beweis anhand des Textbuchs
(S.12) erarbeiten und die Aufgabe b) des Arbeitsbogens 3
l6sen. Zur Auswertung soll von einem Schiiler die Losung der
Aufgabe vorgetragen und vom Lehrer auf der Folie 7, Feld 3
notiert werden. Der Beweis soll unter dem Gesichtspunkt der

Wirksamkeit des Algorithmus zusammengefaRt werden.

AnschlieBend soll Satz 6, der zum Beweis der Umkehrung von
Satz 1 bendtigt wird, besprochen werden. Die Schiiler erhalten
die Seite 13 des Textbuchs und sollen sich die erste Bewels-
richtung in Partnerarbeit erarbeiten. Das Konstruktionsver-
fahren der zweiten Beweisrichtung soll im Unterrichtsgesprich
am Graphen von Beispiel 2 durchgefiihrt werden. Zur Veran-
schaulichung dient Folie 5. Ausgehend von den Kreisen {ka,kB],
{kh’k5} und {k1,k6,k7} mit den Wegfolgen (e1,k2,ea,k3,e1),
(ea,ku,GB,k5,e2) bzw. (93,k?,eu,k6,e1,k1,e3) s0ll eine Folge
konstruiert werden, die zeigt, daB G ein Euler-Graph ist. Als
3} gewshlt. Die Ecke e, tritt in den Wegfol-
gen der Kreise Ekz,kj} und {k1,k6,k?} auf. Fir

[ka,kB}u {kl,k6,k?} erhélt man die Folge

erstes wird {k,,k

(91’ka’ea’kB’el’k1’63’k?’94’k6’e1)' Die Ecke ez tritt in
dieser Folge und in der Wegfolge von {kh’k5} auf. Fir,
{ka,k_.s} v &1,k6,k7} v {ku,kB} erhdlt man die Folge
(91,k2,e2,k3,e1,k1,e3,k5,ea,kﬁ,es,k?,eq,k6,e1), die zeigt,
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daB G ein FEuler-Graph ist. Die Schiiler sollen sich in Gruppen-
arbeit anhand der Seite 13 des Textbuché den Bewelis erarbeiten
und den Algorithmus im Graphen vom Arbeitsbogen % anwenden.
Dabei sollen die Kreise zugrunde gelegt werden, die nach der
vorhergehenden Gruppenarbeit vorgetragen wurden. Zur Auswer-
tung soll die Losung einer Gruppe vom Lehrer auf der Folie 7,
Feld 4 notiert werden und der Beweis von einem Schiiler zusam-

mengefaBt werden.

Die Schiiler erhalten die Seite 14 des Textbuchs und sollen

den Beweis von Satz 7 lesen. Der Bewels so0ll von einem Schiiler
erldutert werden. In einer Zusammenfassung soll ein Schiiler
die behandelten SHdtze und ihre Verwendung beim Beweis von

Satz 7 darstellen.

Im Unterrichtsgesprdch soll dann fiir Problem 1 unter Verwen-
dung von Satz 7 eine Losung erarbeitet werden. Von den

Schiillern wird erwartet, daB sie den Graphen von Problem 1 zu
einem Euler-Graphen vervollstidndigen und daraus Schliisse fiir

die Aufgabenstellung ziehen.

Als Hausaufgabe s0ll die Erarbeitung der Seite 15 des Text-

buchs gestellt werden.

Falls ausreichend Zeit zur Verfiigung steht, kann dies ganz
oder teilweise (nur Definition 7) in Partnerarbeit geschehen.

Die Schiiler erhalten die Seite 15 des Textbuchs.

Tafelbild :
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Tageslichtprojektor :
Folie 7
Folie 5
Folie 1
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5¢5.2. Durchfiihrung

Der Unterricht fand im Physik-Ubungsraum statt.
Es fehlten: DK, DS umd HT.

Nach der Wiederholung trug SR die Hausaufgabe vor.

L: Den Beweis von Satz 5 liefert ein Algorithmus, den ich
Thnen an einem Beispiel demonstrieren will. Danach lesen
Sie bitte den Beweis und wenden den Algorithmus auf ein
anderes Beispiel an. Wird der Algorithmus auf einen Zyklus
angewendet, so konstruiert er eine Menge disjunkter Kreise,
deren symmetrische Differenz der Zyklus ist. In diesem
Graphen (Folie 5) gibt es nach Satz 4 einen Kreis, da die
Kantenmenge ein Zyklus ist. (TA: Z:={k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7})

R1=={k2,k3} ist solch ein Kreis. (TA: Rl:z{ka’k3} cZ)

1 ist gleich

{k1,k4,k5,k6,k7} und es gibt nach Satz 4 einen Kreis, der

Teilmenge von ZaR, ist. (TA: ZaR; = {k;,k, kgkesko})

R2=={kk,k5} ist solch ein Kreis. (TA: R2:={k4,k5}(:ZaR1)

oe (ZaRy)aR,
ist gleich £k1’k6’k7i und nach Satz 4 gibt es einmen Kreis,
dgr Teilmenge von (Z&R1)AR2 ist. (TA: (ZaRT)aRzzafk],k6,k7})
Ry = {ki,k6,k?} erfiillt diese Bedingung. (TA: R3= {k1,k6,k?} c
(Z¢R1)aR2) ((Z&R1)é82)&R3 ist die leere Menge.
(TA: ((ZAR1)aR2)ARE:=ﬁ) Wendet man das Assoziativgesetz an,
erhdlt man ZA((R]ARE)ARB) =@. (TA: = ZA((R1¢\R2)AR3) =g)

CS: Daraus folgt, daB Z::(R1¢'\.R2).aR3 ist.

L: (TA: 2= (R1aR2)AR3)

Diesen Algorithmus kann man fiir jeden Zyklus, der nicht
leer ist, und jeden Graphen durchfiihren. Zwei Eigenschaften
der symmetrischen Differenz spielen in diesem Al gorithmus
eine wichtige Rolle., Wenn Ac B ist, was erh#lt man dann als
symmetrische Differenz der beiden Mengen ?

BO: AaB ist gleich B\A, da AvB gleich B und AnB gleich A ist.

L: (TA: AcB = AnB=B\A)
Wenn Aa(B1a(B2A...ABn))==ﬁ ist, so ist A=Ba(B,s...4B ),

wie CS eben gesagt hat. Warum gilt das ?
(TA: Aa(Bya(B,4.e04B )) =@ = A=B;2a(Byae.e2B ))

GT: @ ist das neutrale Element und jede Menge ist zu sich
selbst invers. Also ist A:=B1A(B2a...aBnL weil es nur

R1 ist auch ein Zyklus und ebenso ZAR1. ZaR

Auch R, ist ein Zyklus und somit auch (Z¢R1)¢R

ein inverses Element zu A gibt.

L: Lesen Sie sich bitte den Beweis durch und lésen Sie in
Gruppen die Aufgabe b) auf dem Arbeitsbogen.
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Die Schiiler arbeiteten in folgenden Gruppen :
1) BO, BW, MK, SE und UB, 3) Bs, IH und UP,
2) AP, CS, GH und @M, 4) GT, PS, RH, SL und SR.

L: Trdgt bitte jemand von Ihnen (angesprochen waren die
Schiiler der Gruppe 1) die L&sung der Aufgabe b) vor.

SE: Als ersten Kreis haben wir R1:={k5,k61 genommen. ZaR1 ist
gleich {ki’kz’kE’kk’k?’kB’k9’k10} und enthilt einen Kreis.
Da haben wir Razz{k1,k2,k7,k8} gewshlt. ZaR,oR, ist gleich
{kB’k4’k9’k10} und es gibt wieder einen Kreis. Als R3
haben wir ikB’khj genommen. ZaR.aR.2R, ist gleich {kg'k1o}

a2 a5
und das ist selbst ein Kreis; Rgzx{k9’k10}‘ Dann ist
ZaR1AR2ARBARhf=ﬁ. Dann weiR man, daB Z::R1aR2aR3aR4 iat,

L: (notiert die Schritte auf Folie 7, Feld 3)
Wer kann den Beweis von Satz 5 zusammenfassen ? Warum
funktioniert das Verfahren ¢

RH: Man wendet das Verfahren an und kann es immer fortsetzen,
well jedesmal ein Zyklus librigbleibt und man einen neuen
Kreis findet. Irgendwann gibt es keine Kanten mehr, da K
endlich ist. Dann ist Z:=R1AR2a...aRn.‘

UP: Die Kreise sind disjunkt, weil man die Kanten, die schon
in einem Kreis sind, herausgenommen hat.

Tafelbild (Ausschnitt) :
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Der Beweis vom Satz 6 erfolgte wie geplant. Bei der Durch-
filhrung des Algorithmus am Beispiel wurden die Folgen, die
sich bei der Vereinigung von Kreisen ergaben, von Schiilern
genannt, BW hatte die Idee, fiir die Vereinigung von zwei
Kreisen durch die Kombination der Wegfolgen der beiden Kreise
eine Folge zu konstruieren. Die Zusammensetzung der Gruppen
war wie oben. Zur Auswertung trug MK die Aufgabe vor und BS

und AP erlsuterten das Verfahren.
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Den Beweis von Satz 7 faBte RH zusammen, wobei sie bemerkte,
daB als zusdtzliche Voraussetzung K #@ angenommen werden muB.
M nannte die bewiesenen Sdtze und sagte, an welcher Stelle

sie in den Beweis von Satz 7 eingehen.

Bei der Besprechung von Problem 1 schlug PS vor, den Graphen
durch das Hinzufligen einer Kante zu einem Euler-Graphen zu
machen und IH, GM und SL entwickelten die daraus resultierende

Losung des Problems.

Als Hausaufgabe wurde die Erarbeitung der Seite 15 des Text-
buchs gestellt.
Die Schiiler erhielten die Seite 15 des Textbuchs.

5.5.3. Bemerkungen

Die Erarbeitung der Seite 15 des Textbuchs im Unterricht war

nicht méglich.

Das Lernziel LZ 20 (4.Doppelstunde) wurde erreicht. Die Lern-
ziele LZ 21 bis LZ 25 wurden erreicht. Dies wurde durch
Schiilerbeitrdge und bei den Lernzielen LZ 22 und LZ 24 durch
Beobachtung der Gruppenarbeit iiberpriift. Die Lernziele LZ 26
und LZ 27 sollen durch die Hausaufgabe erreicht werden.

5.6. Sechste Doppelstunde

5¢6¢1. Planung und Durchfiihrung
Lernziele: LZ 28, LZ 29, LZ 30

Nach einer kurzen Zusammenfassung des behandelten Stoffs

durch Schiiler und der Besprechung der Seite 15 des Textbuchs
im Unterrichtsgespréch soll als Lehrervortrag eine Erliute-
rung der Probleme 4 bis 8 mit Hilfe der Folien 8, 9 und 11
erfolgen. Bei Folie 8 handelt es sich um 21 einzelnme Domino-
steine, die wihrend der Gruppenarbeit von den Schiilern

benutzt werden kdnnen. Folie 9 enthilt die beiden Spielbretter
von Problem 5 und auf einer dariiber legbaren Folie die fiir
einen Springer zugelassenen Ziige. Auch diese Folie kann von
den Schiilern benutzt werden. Die Schiiler erhalten die Seiten




— e

16 und 17 des Textbuchs, sollen die Probleme ldsen und ihre
Losungen in Stichworten aufschreiben. Dabei soll von den kon-
struierten Graphen vorausgesetzt werden, daB sie zusammenhin-
gend sind. Der Nachweis des Zusammenhangs ist bei den Graphen
von Problem 5 nicht trivial. Da die Konstruktion von Graphen
zu Problemen nur fiir die Probleme 1 bis 3 durchgefiihrt und
nicht weiter geiibt wurde, konnten die Schiiler hier Schwierig-
keiten haben. Daher ist nicht damit zu rechnen, daR jede
Gruppe alle Probleme bearbeitet. Jeder Gruppe soll ein Problem
zur Bearbeitung zugewiesen werden, damit jedes Problem von
mindestens einer Gruppe bearbeitet wird. Vermutlich wird es
finf Gruppen geben; bei der Zuweisung sollen die Wiinsche der
Gruppen beriicksichtigt werden. Die weitere Bearbeitung soll
den Gruppen iiberlassen bleiben.

Der Unterricht fand im Physik-Ubungsraum statt. Es fehlte HT.
Die Stunde verlief wie geplant. Die Gruppen hatten folgende
Zusammensetzung :

1) BW, DK, DS und PS, k) BS, IE und UP,

2) BO, MK, SE und UB, 5) AP, CS, GH und @M.

3) @T, RH, 8L und SR,

Vom Lehrer wurden keine Hilfen gegeben.

5¢6.2. Bemerkungen
Die Lernziele LZ 26 und LZ 27 (5.Doppelstunde) wurden erreicht.

Eine Ubersicht iiber die Arbeitsergebnisse der Gruppen gibt
Tabelle 3.

Gruppe 1 bearbeitete die Probleme in der Reihenfolge 4 - 6 -
8 = 5. In 4b wurde zusitzlich zur richtigen Losung behauptet,
der Graph sei nicht zusammenhingend. In der Losung von Prob-
lem 6 wurde der Graph nur soweit vervollstdndigt, daB er eine
FEulersche Linie enthielt. Dies beruhte auf einer anderen
Interpretation des Wortes "Rundgang'". Problem 5 wurde wegen
mangelnder Zeit nur ansatzweise bearbeitet.

Gruppe 2 bearbeitete die Probleme in der Reihenfolge 8 - 5 - 4,
Der Gruppe fiel es zu Anfang schwer, sich auf die Arbeit zu
konzentrieren. In der Lsung von Problem 5b wurde behauptet,

von den Feldern gingen vier oder acht mégliche Ziige aus,
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Problem / Gruppe | 1 | 2 | 3 | & 1 B
| 4 Graph erkannt b b |+ } + |
| a) gelsst | s e +
| b) geldst I (+) ] 5 it
|__c) geldst Loibusi s e
§5 Graph erkannt L (+) | + L+ |+
| a) gelést : |+ + |+
| _b) gelbst B b
| 6 Graph erkannt [+ | + f+ 0+
I geléat (+) | Sl
| 7 Graph erkannt g + | + +
| Tetraeder geldst | ' s R

Oktaeder gelést ARG B

Wirfel gelost : + - +
e eneannt T
| a) gelsst HIEE e +
Bleees | el el |
.{ Summe 8,5 6 |11 |6,5 16 |

Tabelle 3: Ergebnisse der Gruppenarbeit

+ ¢ richtig, (+) : teilweise richtig, - : falsch, bei Nichtbear-
beitung keine Angabe, fiir die Summe zghlt + eins und (+) ein-
halb

woraufhin die Zugfolge fiir méglich erkldrt wurde. In La wurde
die Problemstellung so libertragen, daR der Graph ein Kreis
sein mufite.

Gruppe 3 bearbeitete die Probleme in der Reihenfolge 6 - 8 -
7 - 4. Zur weiteren Bearbeitung von Problem 4 fehlte die Zeit.
Gruppe 4 bearbeitete die Probleme in der Reihenfolge 5 - 6 - 7.
Die Problemstellung bei Problem 7 wurde so aufgefaft, daf
keine Kante mit Draht doppelt gebildet werden durfte; daher
wurde fir Tetraeder und Wirfel erkldrt, sie seien nicht nach-
zubilden. Fir den Oktaeder wurde die falsche Behauptung auf-
gestellt, der Graph enthalte eine Eulersche Limie und sei

ein Euler-Graph.

Gruppe 5 bearbeitete die Probleme in der Reihenfolge
?7-6-8-14 - 5.

Die Ergebnisse der Gruppen 5 und 3 sind sehr erfreulich.
Beriicksichtigt man bei den Gruppen 1 und 4 die durch falsche
Interpretation der Problemstellung (Problem 6 bzw. Problem 7)
entstandenen Fehler nicht, so ergibt sich mit der Summe 9

auch fiir diese Gruppen ein positives Ergebnis. Lediglich die
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Ergebnisse der Gruppe 2 sind nicht erfreulich. Dies diirfte
Jjedoch hauptsidchlich auf der Wirkung der nahen Feriem und der

Anspannungen durch Kursarbeiten beruhen.

Das Lernziel LZ 28 wurde erreicht. Die Lernziele LZ 29 und
LZ 30 wurden von den Schiilern der Gruppem 5 und 3 uneinge-
schridnkt und von den Schiilern der Gruppen 1, 4 und 2 mit den

erwdhnten Einschridnkungen erreicht.

5.7. Siebente Doppelstunde

5.7.1. Planung
Lernziele ¢ LZ 28, LZ 29, LZ 30, L% 3)

Die Losungen der Probleme sollen von folgenden Gruppen vorge-
tragen werden : Problem 4 von Gruppe 1, Problem 5 von Gruppe kL,
Problem 6 von Gruppe 3%, Problem 7 von Gruppe 5 und Problem 8
von Gruppe 2. Somit so0ll jede Gruppe die Losung eines Prob-
lems vortragen, das von ihr richtig geldst wurde. Da am Abend
vor der Doppelstunde ein Kurstreffen stattfindet, kann eine
hdusliche Vorbereitung nicht vorausgesetzt werden. Daher
erhalten die Gruppen fiinf Minuten Vorbereitungszeit. Sie er-
halten dazu ihre Aufzeichnungen zuriick. Gruppe 4 erhdlt die
Folien 9 und 10. Die Auswahl der Schiiler, die die Ergebnisse
der Gruppen vortragen, ist jeder Gruppe freigestellt, Nach

der Auswertung sollen im Unterrichtsgesprdch die drei Schritte
bei der Losung der Probleme herausgearbeitet werden : Kon-
struktion eines Graphen, der dem Problem entspricht; Ubertra-
gung der Problemstellung auf den Graphen; Losung des Problems
mit Methoden der Graphentheorie. Dann sollen im Unterrichts-
gespridch die Probleme beschrieben werden, die mit dem behan-

delten Stoff geldst werden konnen.

Die Schiiler erhalten die Seiten 18, 19 umd 20 des Textbuchs
und die drei im Textbuch (S.20) aufgefiihrten Biicher zur
Ansicht.

Im Lehrervortrag soll auf die Unterrichtsgegenstidnde einer

denkbaren lingeren Unterrichtsreihe eingegangen werden.
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Auf Grund einer Anregung von GM soll dann im Unterrichtsge-
sprich die Speicherung von Graphen und die Durchfiihrung von
Al gorithmen in Datenverarbeitungsanlagen behandelt werden.
Dabei s0ll einer der behandelten Algorithmen als Beispiel

dienen.

Im AnschluB sollen als Lehrervortrag zwei weitere Gebiete der
Graphentheorie kurz vorgestellt werden. Ausgehend von den

Graphen zu Problem 4 sollen die Be-
griffe vollstdndiger Graph und pla- S~ %XS”'
narer Graph erkl&rt werden und die \& - /

Graphen K5 und K als nicht pla- K5 K3,5

353
nare Graphen behandelt werden. Zu den Kérpern aus Problem 7
sollen die zugehSrigen planaren Graphen entwickelt werden und
an ihnen der Begriff vollstidndig regulidrer Graph erklért

werden.

Zum AbschluB sollen die Schiiler aufgefordert werden, ihre
Ansichten iiber den behandelten Stoff und die Art der Darstel-

lung zu &HuBern.

5.7.2. Durchfiihrung

Der Unterricht fand nicht im Physik-{ibungsraum statt.
Es fehlten : DK, DS und UB.

Die Stunde verlief wie geplant.

Die Probleme wurden von folgenden Schiilern vorgetragen :
Problem 4 von BW, Problem 5 von UP, Problem 6 von GT, Problem
von AP und Problem 8 von BO. Zur Losbarkeit von Problemen
stellten die Schiiler fest, daB mit dem behandelten Stoff
Probleme geldst werden kdnnen, die sich auf Graphen zuriick-
filhren lassen und bei denen es auf das Durchlaufen von Kanten
ankommt. Die Losung solcher Probleme 1Huft auf die Bestimmung
der Anzahl der Kanten an den Ecken hinaus., Insbesondere ist
es sinnvoll, solche Probleme so zu behandeln, bel denen wegen
der Vielzahl von Moglichkeiten ein Ausprobieren nicht méglich

igt,

Zum behandelten Stoff wurde u.a. folgendes geHuBert :

RH: Interessant war, daB Probleme behandelt wurden, die sonst
nicht im Mathematikunterricht vorkommen.
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BS: Ich fand es sehr anschaulich. Mit diesen Problemen kann
ich was anfangen - mehr als mit anderen Sachen, die wir
gemacht haben.

IH: Ich h&dtte es besser gefunden, wenn wir praktischere
Probleme behandelt hdtten, z.B. Ampelschal tungen.

Die Diskussion iiber die Durchfiihrung der Unterrichtsreihe
bezog sich im wesentlichen auf die Rolle des Textbuchs.

PS: Ich fand die Durchfiilhrung gut. Das Textbuch war sinnvoll.
Man brauchte nicht mitzuschreiben und konnte zu Hause
nachlesen.

HT: Was wir in den Stunden erarbeitet haben, stand hinterher
immer auf den Zetteln.

CS: Ich empfand das als Einengung. Fiir einige Zeit geht das,
aber nicht auf Dauer.

5.7.3. Bemerkungen

Eine Diskussion iiber die Interpretation der Probleme 6 und 7
zeigte, daB die von den Gruppen 1 und L4 gemachten Fehler nicht

auf mangelnde Stoffkenntnis zuriickzufiihren sind.

Die Lernziele LZ 28 bis LZ 31 wurden erreicht. Dies wurde
durch Schiilerbeitridge - insbesondere von Schiilern der
Gruppen 2, 4 und 1 - iiberpriift.
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6. Riickblick

Es sollen hier einige der Probleme untersucht werden, die in
den Voriiberlegungen eine Rolle gespielt haben. Dabei wird
versucht, die Aussagen soweit wie mdglich durch empirisches
Material zu stiitzen, um verzerrte subjektive Einschitzungen
auszuschalten. Das empirische Material wurde durch Auswertung
von Tonbandaufzeichnungen gewonnen. Unbefriedigend ist, daB

keinerlei Vergleichsdaten zur Verfiigung stehen.

6.1. Unterrichtsverfahren

Die Anteile der Unterrichtsformen an der Unterrichtsreihe
zeigt Tabelle 4.

'mbaﬁﬁéiétﬁnde fﬁmﬁ relative
|Unterr1chtsform .|2 3 4 5 6. A Summe Haufigkelt
\Lehrervortrag 12| 8| 7] w15 53 | 8,6% |
|Unterrichtsgesprédch |42 31‘3 |?8 28; 6|33 256 kT,S% |
|Partnerarbeit 21 | 0|11‘ 0| 0 & 6,7% |
'Gruppenarbeit 15| 20 45| 0(37(80 41| 238 38,8% i
Schulervortrag 0 25 @16 0 0l 0] 8 | k1%
‘Sume _ |9o/8u[90(8g|81[90[89] 613 | 100,0% |

Tabelle 4: Unterrichtsformen

Partnerarbeit und Gruppenarbeit einschlieRlich Auswertung,
Unterrichtszeit: 2. und 5.Doppelstunde 85 Minuten, sonst
90 Minuten

Als sinnvoll erwies sich der relativ hohe Anteil an Gruppen-
arbeit. Hier waren alle Schiiler aktiv am Unterrichtsgeschehen
beteiligt. Zu hoch war der Anteil an Unterrichtsgesprich in
der L.Doppelstunde. Einige Schiiler waren gegen Ende der
Stunde unkonzentriert.

Die Durchfiihrung der Beweise im Unterrichtsgespréich und in

Kombinationen aus Lehrervortrag bzw. Unterrichtsgespridch und
Gruppenarbeit war ohne groReren Zeitverlust mdglich. Der Ein-
satz weiterer Kombinationen von Unterrichtsformen - insbeson-

dere mit stirkerer Beteiligung der Schiiler (z.B. Skizzierung
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der Beweisidee durch den Lehrer, Behandlung eines Beispiels
und Formulierung des Beweises durch die Schiiler in Gruppenar-
beit) - hidtte den Unterricht attraktiver gemacht, war aber

angesichts der verfiigbharen Unterrichtszeit zu risikoreich.

Wie hdufig Schiiler im einer Gruppe zusammengearbeitet haben,
gibt Tabelle 5 an.

— T

Tabelle 5: Zusammenarbeit in Gruppen

Angegeben ist die Anzahl der Gruppen, in denen zwei Schiiler
zusammengearbeitet haben, fiir die Anzahl O erfolgt keine An-
gabe, die Zahl neben dem Namen gibt die Anzahl der Doppel-
stunden (1. bis 6.Doppelstunde) an, in denen der Schiiler an
Gruppenarbeit teilgenommen hat, » bezeichnet die auf 5.13
beschriebene Gruppenzusammensetzung

Die Zusammensetzung der Gruppen erfolgte ohne Beeinflussung
durch den Lehrer. Die Gruppen bildeten sich immer auf Grund

der Sitzordnung. Bei jeder Gruppenarbeit arbeiteten AP und GH,
BO und MK, IH und UP sowie SL und SR zusammen. Wie aus Tabelle 5
hervorgeht, arbeiteten auch Schiiler in einer Gruppe, die nicht
zusammen einer der auf Seite 13 beschriebenen Gruppen angehd-
ren, Die Anzahl der Schiiler aus anderen Gruppen, mit denen

ein Schiiler mindestens einmal zusammengearbeitet hat, reicht
von 2 (@M) bis 11 (RH). Mit Schiilern aus anderen Gruppen ist

die Hiufigkeit der Zusammenarbeit jedoch geringer als mit
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!Haufiékeit der'T”Jﬂh'w:“ A H
Zusammenarbeit | O j1 2 3 4 |5

Anzahl 116‘36 18/ 13 4| 3 w
davon in J : k
einer Gruppe I OL_mJ | i 3l

Tabelle 6: Zusammenarbeit in Gruppen

Angegeben ist die Anzahl der Paare von Schiilern, die genau
n-mal zusammengearbeitet haben (n=0,1,...,5) und davon die
Anzahl der Paare, bei denen beide Schiiler einer der auf S.13
beschriebenen Gruppen angehtren

Schiilern aus der eigenen Gruppe (Tabelle 6).

6.2. Mitarbeit der Schiiler

Um einen Uberblick iiber die Aktivitdt der Schiiler auBerhalb
von Gruppenarbeit zu erhalten, wurde die Anzahl ihrer Beitriige
im Unterricht ausgezihlt 1. Dabei konnte eine qualitidtsméBige
Gewichtung nicht vorgenommen werden. Das Ergebnis> enthilt
Tabelle 7. Das gewogene arithmetische Mittel aus den Index-
werten der Schiiler ist 3,45 2. Aus den Indexwerten ergibt

sich folgende Rangordnung :

BS 8,40 (5+) IH 2,50 (3)

RE 7,11 (1-) BW 2,25 (2-)
M 6,00 (2+) AP 1,80 (3+)
ng- 5,58 (1) PR 1,71 (2)

(a1 ) BB 1,67 (2-)
UP k.50 (1) SR 1,60 (4=)
89 4500 (1-) SL 1,40 (4+)
HT 4,00 (2-) G 1,35 (5)

BO 3,80 (2) MK 1,20 (4+)
PS 3,60 (4) SE 0,75  (5%)

Neben den Namen sind die Indexwerte und im Klammern die Noten
fiir sonstige Mitarbeit im 1.Kursabschnitt von 13.1 notiert.

Bei der Interpretation der Indexwerte ist jedoch zu beachten,

! Da "Beitridige zum Unterrichtsgesprich" eine Form sonmstiger

Mltarbelt ist (s. RunderlaR des Kultusministers vom
8.7.1976, (201 ,Ziff.2.2), muB auch die Hiufigkeit von

Beltragen berucksichtigt werden.,

Umfang einer Einzelstichprobe ist die Anzahl der Doppel-

stunden, an denen ein Schiiler teilgenommen hat.

(vgl. ClauB, Ebner,l6],5.71)
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] “ Doppelstunde | ! ;
| Name |1, |2, |3, |4. |5. |Summe Index
[ aBEln 01;42 9 | 1,80
| BO || 6] 1| 4| 6| 2] 19 | 3,80
| BS || 8[13| 6| 9| 6] k2 | 8,40|
LeBN 1) 5 2 g | 2,25
| C8 11 9] 3| 4 3] 20 | 4,00
ICEDESlii el 31 20 ¢ el ofign
| BE 7| 6/ 2 7| | 22| 5,50
GRS T el 6| T3
| e 111 & 6 & 51 30 | 6,00
e |l | 7] 71 2/ 2 18 | 5.4k
| BE a3l 18 | 16 | k00
e pRl 2] 2k 20 ke 2o |
Me el 1] 2 el 1] 6 el
B8 1 & 1 6] 5| @] 18 | 3,60 |
RE 8 3] Bl ®| =l g2 9 1
SE o 1] 1 s e rs |
st | 0 i el et g e
ISk 2l 11 ol & 1] & | 1,60
el | L2 2t 5 g a7l
| BB 2f1el 3| | 3] 18 | §,501

summe 61176159 69 9]

Tabelle 7: Beitrdge im Unterricht

Angegeben ist die Anzahl der Beitrdge im Unterricht, bei
Fehlen erfolgt keine Angabe, x: nur erste Stunde anwesend,
Index: Quotient von Summe und Anzahl der Doppelstunden, an
denen der Schiiler teilgenommen hat

daR kleine Differenzen der Indexwerte kaum signifikant sein
dirften. Besonders auffgdllig sind die im Vergleich zu den
Noten hohen Rangplditze von BS, GM und PS. Bei diesen drei
Schiilern war die Steigerung der Aktivitdt bemerkenswert, wobei
die Beitrdge von GM qualitativ eindeutig an der Spitze lagen.
Im Vergleich zu den Noten niedrige Rangplidtze haben DK, UB und
GH. Bei UB diirfte dies wohl auf das Fehlen in den ersten bei-
den Doppelstunden zuriickzufiihren sein. Die Beteiligung von SR,
SL, MK und SE war, obwohl sie am Ende der Rangfolge stehen,
stdrker als im voangegangenen Unterricht. Zusammen mit der
Arbeit in Gruppen ist die Beteiligung der Schiiler durchaus zu-
friedenstellend. Es wurde erreicht, daB alle Schiiler dem Un-
terricht folgten und keine Verstidndnisliicken auftraten.

Die Noten fiir sonstige Mitarbeit im 2.Kursabschnitt vom 13,1,
in die die Leistungen der Schiiler wihrend der Unterrichtsreihe
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eingegangen sind, enthdlt Tabelle 8. Zum Vergleich sind auch
die Noten fiir sonstige Mitarbeit im 1.Kursabschnitt von 13,1

und die Gesamtnoten von 12.1, 12.2 und 13.1 angegeben.

St e e

| | | sonstige Mitarbeit 13.1]
Name || 12,1 | 12,2 | 13.1 T ] 2.
| | fiiimhakeehal i

AP [ 4+ |+ [ 3 | T 2-
3 G 2 { 2+
4 Bk B 3+
i 3 2- | 2= 2~ ' 2
BB | ks e sl 1= ; 1+

2h 0 fes ] Ja 2 ; 1=
e 2+ | 1 1 i 1+
GH | 3- | 3- | 4+ 3
@ | 2= | 2= | 2+ 2+
l = | 2% | 1= 1= 1
lemeles, | 2n | 2 2 | 2
(LB R S S| 3 E h+
|- MBS, fe® - L 2= L+ : 3
| PS || 4+ | b+ | u+ | b | >
| RE | 2+ | 2+ | 1- | Ie | 1
BB hE - B S| L+
| 8B || 3= | B | 3t L+ | 3-

SR || &% | &4 | h+ | L ; L+

| UB 2 P N 2- i 3+
e = 1 | =

L+
1

Tabelle 8: Mathematik-Noten

Eine Ubersicht iiber die Hiufigkeit der Noten gibt Tabelle 9.
Zur besseren Ubersichtlichkeit sind Notentendenzen nicht
beriicksichtigt.

| | sonstige Mitarbeit 13.1]|
Note | 12.1 [ 12,2 | 13,1 1. | 2. |
I ____Kprsabschnitt

|

e Ml P

I v EWwW oy
i P ~a

Tabelle 9: Hiufigkeit der Noten

Das arithmetische Mittel der im Punkte umgewandelten Noten ist:
8,45 (entspricht der Note 3) fiir 12.1, 8,95 (emtspricht 3+)
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filr 12.2, 9,95 (entspricht 2-) fiir 13.1, 9,15 (emtspricht 3+)
fiir die sonstige Mitarbeit im 1.Kursabschnitt von 13.1 und
10,35 (entspricht 2-) fiir die sonstige Mitarbeit im 2.Kursab-
schnitt von 13.1 |. Das arithmetische Mittel der Noten fiir
sonstige Mitarbeit hat sich vom ersten zum zweiten Kursab-
schnitt von 13.1 um eine Notenstufe nach oben verindert.
Verdnderungen um drei oder mehr Notenstufen ergeben sich bei
BS (von 5+ auf 3+), PS (von 4 auf 3) und SE (von 5+ auf 4+).
Die Verbesserungen von BS und PS sind durch eine verstidrkte
Mitarbeit wdhrend und auch nach der Unterrichtsreihe zu

erkldren,

6.3. Textbuch

Das Textbuch konnte die angestrebten Funktionen erfiillen. Die
Schiiler schrieben erheblich weniger mit und konzentrierten
sich stdrker auf den Unterricht. Die Ausfiihrlichkeit ermdg-
lichte es den Schiilern, versdumten Stoff nachzuholen (insbe-
sondere nach der 4.Doppelstunde). Auch als Arbeitsmaterial

im Unterricht erwies sich das Textbuch als brauchbar.

Durch die Ausgabe des Textbuchs nach jeder Doppelstunde
wurde den Schiilern deutlich, daf der Unterricht und die Un-
terrichtsergebnisse geplant waren. Dies geht aus den AuBerun-
gen von CS und HT sowie HZhnlichen Beitrigen anderer Schiiler
in der 7.Doppelstunde hervor. Obwohl den Schiilern die Tat-
sache, daB Unterricht geplant wird, bekannt sein miiBte
(durch Angabe der Lernziele einer Unterrichtsreihe oder
einer Unterrichtsstunde), wurde ihnen dies wohl erst durch
das Textbuch bewuBt. Es stellt sich die Frage, wie Schiiler
darauf reagieren oder wie sich ihr Verhalten im Unterricht
dndert.

! Der Median weicht fir 12.2 (2- statt 3+), die sonstige
Mitarbeit im 1.Kursabschnitt von 13.1 (2- statt 3+) und die
sonstige Mitarbeit im 2.Kursabschnitt von 13.1 (zwischen 2
und 2- statt 2-) vom arithmetischen Mittel ab. "»

(vgl. S.11, Anmerkung 1)
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b6.44e Zusammenfassende Wertung

Die im 3,1. diskutierten Eigenschaften der Graphentheorie
(Anwendungsfreudigkeit, Anschaulichkeit, Problemfreudigkeit)
sind auch von den Schiilern erkannt worden, wie die KuBerungen
von RH, BS und IH in der 7.Doppelstunde zeigen. Dabei bemdn-
gelte IH, da® nicht praktischere Probleme behandelt wurden.
Dies ist angesichts der behandelten Probleme berechtigt, doch

lieR die Beschrdnmkung des Stoffs nicht mehr zu.

Die Durchfiihrung der Unterrichtsreihe hat gezeigt, daB die
ausgewshlten Unterrichtsgegenstinde in diesem Kurs behandelt
werden konnten und sigh sinnvoll in die Kursthemen einfiigen.
Eine Erweiterung auf die in 1.2. beschriebenen Gegenstiénde

ist méglich.

Die an die Unterrichtsreihe gestellten Erwartungen wurden
erfiillt, die Lernziele von den Schiilern erreicht.
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2ahl ;.Sf’) -

tvn Graphen cus ‘Eéwp:&f § rst 28 V\“ﬁ \f@
odie Menge fkg,&spié%',k;;kg,&fgf el k3

S o /ﬁ, e
Die Menge [ ky, K, ky, kg“ ks } rst f«’am k

2y llus, da e, 5»0&",0&“?,@}— oleyr Kontes
Ky, My unc! Kz, alse einer J@f?@m‘?‘QCX@éﬁ‘ :
F?wzaé'pi !‘/ﬁ?ir; ;é’az?rwa st

Satz 4 (et sich pun auch so Fermeylieren?

Ser 6=(E &, Pl ein tw&’e_r Gmfﬁh
Danw r&nL K ein 2}1}{[&&#

3):8 aw Lpcle vow ﬁf&scémff/ I 3@&;‘@{'{:"3 ;‘m\ga fi'.’wm

i WCOV*‘MM LE "“‘j' Nﬁ-\?@i?hv

Wenn 7Tn c";";mem umdgshﬁw Gw {ff ,aﬁ} elie ﬁfgﬁf@ﬂbpff?\?ﬁ j<
ein Zvkius :?.s.fj st Sann G e ‘“z.cz,’rr?” Gmfw’:z




@ ; @

@\.__..—»-.t?ﬁ- B &
< \g/a ;

Al kg ke}

A

M

AN

i.?é i #3: klg; k;:ftgef‘fg}

Lo ks K ke K g3



Kretse

{k“ k&kk&’% .

| gﬁ>

{g@ikﬁekﬁxk}'j "'.b”.%' S

.“ ke kg, K, kg

'{k&’jk&“ «lg‘, ik;.;}

Ly, kg ke, k3]
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s

g ge.z}‘g_dmwgew zwisclhen KreiSen 'z‘/ncf-zykéek

Ser M eine emof&?céa" Menge, R(I) ofte .W&f@nzméa\g von I '_ L
( Menge oller Teilmengen von M. Fur alle 1,8 e PC(M)

(aéso'f B cM) ser HaB = (Hod)\ (FnB). A heifft
 Symmehrische. Differenz. ' : : A

(R(M), &) st eine Kowmulative Gruppe. Die ﬁeeye'Me'nyeﬁ’

15+ olas neytrale Element (For olle ReRM) rst #FapR e
= (BoR)N(FrR) =g \p’xﬁ’); Jedes He R(M) 7st zu sich sellst _
Tnvers{ ¢ir atle ReRcr) xst RaB=(FuR)S (Hal)=F F= 5).

&o“g})f*'g ’) .35“'_6??1’. ko‘f‘pe}’, Weny v a/efﬂqf'g?'i‘:.f : S :
C?-HD:-O" '0"’4-?’-4%‘0:4} df-f-/f.wa e 5‘0563,'0'4:'{'0’0_; /{’424{

..’@ SeT. eine é“ﬁése Vé#éwuﬂpv‘(ang caut REM) mif é’d_emc’wi{f‘f @
10013, deliviest elurcdy ¢ i : ;

COH =@ unol 4ofH-H for olle FEI&‘I’ZCH,).'

 Denn st (R(M), &, £04], ) cia [0 47~ Ve bborscum, clerms es
gelten: S : | :

) ﬁé»ﬁm) “®(AaB) = (woH)a (< ©3) .

& {0,417

4

HefUM)
< he (0,47

an /N fegyed s efped) s

iy / [ |
i '{'esj-ﬁeéfﬁ} | f,&)@ﬁ
J';AE{D,#‘? :

A AY e R
AeR(M) '

Die Gihlirgkeit von ¢y bis Civd dée}-pﬂ‘éﬁ; moa dusch Ein-
Setzen Fir « und B, o - .

(«0R) a (po38),

_..S“.ee‘? 6= (€ k,p) ein 59—@,511. Da K esue enclliche /Vc»ge ?\‘S‘Y&,. TcS}L
(R(K), a, {04}, ®) ein {[0,4]~Vekiorraum., :

Sthel K, KV c K Mengen von Kanten, sO enthdlt olie Meug e
K> o kY cile Uonten, die Tn genay, einer ofer beicles Mengen
enthalien sincl, : : ' _

Stacl KLU c K odisTunkie Mengen voun Kenfen, so rst olie

Symmetrrsche Differenz besoles Mengen 9leich ofer Veseinigung
er beiclen Mengen{ Ko k?= g =3 4 k"= (KON (KPnkh)

= (Kok")Ng = KkIovg"), . : e i



i _‘ - ?-6_._.'

SeT G=CE, K, p) ein Graph, RCl ein kreis,
- Daaun rst R ein 'Z‘yﬁéusa -
Beuwers: : e ; ' :
Es gidt eine Uegfolge von R i (e, Ky, er, Kosis by Cnra) it
ef = e”.f.'d o : : : ; : . e : : 7 .. =
Da Jecle Wanie zvrer ye_rgcé?ece’eqe Encl e Ute f:'qf{_, RSHEon22,
Jecle in cler Folge auflretencle Ecle (einschliehdlich ey) st
Encdpunkt ven genou zuei Yanten cus R, Aa jedle fonte ous
? In cler ?&_233 cuftritt unod dlte Tn oles 7%[&'2 ouftrefenclesy
Eclen pacrweise verschieclen s7w0l (it ofet Husnahme  e,=tne),
Jecle tw oler ?“olge,' nichi q&tff#'mlewde_ Ecke st Enclpan bt

Keiner konte cus R, da J‘ec/e Lowte Gus R Tn cler ?‘a@g
q_‘_’”p/"‘h"z'_; ebenso Thte Lbeidlewn Enclpunite.

- Setz I _ : e

 SeT 6= (E,k,p) ein Graph, 2,2'cK Zyklen,

Dann Tst ZaZ' ern Cyklus. '

Beweis: ' : e S

Nach Delinifion von & Tst fur jecles eef ofie Hazall
aller Konten aqug ZaZ’, deten gner Endlpunbt e ISt gﬁe:cé :
oler Summe cler Hnzalhl! ofer Keinfen aus Z wibt é'nc,fp_wn,é‘;l" @
Und doelr Hnzabl cofer Konten aus Z’ o b Enclpundst e, -
Verminolest wum olte doppelie fnz0bl ofer Fowntew ous
Z.ﬂ__‘Z" mid ch!’amnﬂ}- e, : L A .
Dot Z wnol 2° 2yklen sind, rst Far Jedes eet ofre Hovabl oler

- MKanten aus Z (bzw.2’) mit Ewolp un bt e elme gesacle Zobd.,
 Die Summe zeier ge#&o!eé‘ Zotilen st erne oetacle Zabl . -
Do olas Psodultl civer belrellgen Zobhl mit 2 cine gesaole Tabl
Isk, 1st ofie ofe pelte Hnzabhl oler kontern cus ZaZ’ mri &k ol-
punkt e erune geracle Zabls :

Da  olte Diffesens zueier gedadler Zoblen eine geracle Zarbhl
1st, gilt die RBebouprung. : _

Stz 3 Lesagt, olob dlie Menge aller Zyllew Tn einem Crawh en
6=CE Kk, p) 'éczﬁglz‘oé oley el é’n%o/wwj & cf\’:@escfifossen )
RC) 15t, Do Feck ein Tybus 75F, Tst oie Menge aller Tykleu
cmfgﬂmd oAer Defruoificr ven . éﬂ?ﬁgﬁf&é clies ar Ve}énéﬁfq,w
cabgeschlessen in R(K)) Domit i1+ dore Menge aller Zyklew

In einen Grophen 6=CE, kK, p) €in Unted rvvm oy {ﬁ{g),a‘,fq,af}a)e

Hus i Sciz?2 wecl Scn;as -.Fofg'gi,' ol ofie symme/éﬂ-ﬂsclve @?ﬁfdﬂaz
 enollich vieler lierse jn cinem Graphen ein Zyklus 15k,




.

Sefz 4 _ _
Set G=(E, Uk, p) ein Greph, 2ck,23+d, ein Zykius,
Dann gidt eS einen [irers RcZ, /
Beveiss G o _ - e
Dag 23 & 7‘5{-‘, g?é'f' es eine Kente ly e it clen €nm§vqwé/e’ﬂ\
€1, €E. Dony existiert ein Uy e2 mit olen Endlpunblen e,eel
da 72 ein "Zy.{’lws ISF undl cofie Ecke €z fnofpwné’# etz el gefecln
Hozah! von Kontev-aqus Z 1st. Ist 334_54) existicst awc ofes
gleichen Gruunol eine KLenlte Kz el wmit clen Enclpun lien
eg;e@ €&, Ist e 3.y yncl eyt & , exisjirert elme lanfe .«{.:g,éz it
den Enclpunlteq ey, - cE ooe - | | _
Dy E cine enolliche Menge ist, gibt es eine fante Ly mit
olen Enclpunltten e,,eneq ¢E, soclaf €, 0,8, , €yl rst
Ist: ensq = Ey (tefd2, oin-d}p) <o st LUy, Upoy, o0, Ky} €100 3635

mh" 0/&3' UQQFGGQ (3;", k}')ﬁr.f,” ;f(”_'“ ufé'&{,,“ !‘hi eﬂfd)_ HHC/ 25 ;‘.Sf-
! 'ef B e e ; i : ; :

Sotz & .

Sei B=(E, Kk, p) eln Graph, Zclk,Z4¢, ein Zykius. o
Dann 15t Z Symmetrische Diffeyenz von disjunlten Kieisea,
Bewverss ' e , _ ; :
Nach Seatz § gidt es etnen [reis RyecZ . Nach Setz 2 und &tzZ
TS 2 AR, ein 2yking, Ist ZAaR,=¢, Ggiit dte Eeé_g“pﬂm& ooy
AGnn Z= R, 7St ' . .
Ist Z ARy +d, so gt es naoh Salz U einen krers R, ¢ Za Rq.

Es st R aRy=¢f. (ZaRida R, sst ein Zyklus. Ist (ZaRy)aw, =g
gitt ofie Behauptung, de wegen' Za (R, aR)=¢ JiLi 2R 2R,
lst (2 aRy)a R, + ¢, so 3:‘..{,% es naoh Sofz § ptnen #sers Ryc(ZAR)0R,

Es 1st BunaRy=g unol Rgn Ry=f. (ZaRy) 2 R)A Ry ist eln Zyklys.
Ist ((ZaRy)aR)ARy =g, gitt tie Behouptung, e wegen
2 AUR AR)ARY) =¢f g/t ¢ Z2=(ReaB)a Ry, -

{53" (ZaRy)a R)AaRyzt g wirel olas Vey fabten Fom{—\?eceﬁz}.

Da Kk eine encliiche Menge }19»4) g {s0 cuch Z g:‘én‘ es efne
Zohl wn, so ool (Z2aR)aR)a, . )aR, =g ist. Donn st cwuch

2 all.(aR))a..)aR,) =@ und Za(Go(RaR)a..}JaR,, De
.;”"E: Riy Ry iniy Ry stncd naoh [consbrulttion paarveise clss -
un kt. ' -

Hus Setz & Foe’.&ﬂ claf oc’-’é Meng e oler freisSe Tn elnewm

Graphen ein Es—zeu\?gnoffzm';yséegw _f»%’;- clen Ynt ersSum oler
Zykilenw 7st. o o :




Ser 6=(E,k,p) ein Grap h, : .

6 15t etn Euler- Graph genawu evnn, wenn K Veyreinigung
von disjunlien Kreisen rsh. :
 Bewels: : : '
Ist G ein Euyler-Graph, so 1T K nach Site 4 ein Zyblus wacl
nach Satz § symmetrische D:fferent Von ofiSjunkien ksersen,
also mnach @eﬁ‘h?ftOW vorn L s:guo_é -VQJ“E;‘M?\?&W@ VB by
_Cffsqrwnkfen “seisen, : . ;

= o o =
. Sei K Vereinigung von oliSfunblen #seisey, etva
‘K_:-'?AUEZU,,',URV" : .

Kl'e K ger colte Menge aller Havlen crers Einigen Cader
nicht allen) olieser Vperse, etva K=R,uRyu...uR; (1<n),
Wenn es eine _?E;./,ge. Ceq, ky, es Mo len by i) 91‘6/-, e
folgencle Ergeaschoften hats o _
) K= {1y My s i) Knd undd Jecle Konte. ocus K2 irrth i
: oer Feolge gerau €lhima 'O-‘fﬁ‘; : ' -
{ff) eg') 62,) 1asy 5»@4 EE' Mnd 64 = f“.,v4)- _ ; - Sl
(itt) olie Ecleen ep uncl @p,, cind clie beiclen  Enclown lie
oAer Uoaote kp Clar 724,2,10,0), .

So gidSt es minclestens einen weifesen [kreirs, in olessen
Weg tolge eive Ecle aulbritt , elie auch i, obiger Folge
au Ftritt. Dies gilt, cla G zuscmwm en hdngencd sk,
Dieser [reis ser eto Rp,y. :

Dor iy 3?&@- eSS £Gr ofte Menge kel k”'?@s'ukzu_.”uRh,f :
;e.i-,,,g ?::0(8’& mh{- O‘JBH E?‘gem&oéc f'f@w. C?D) cery qu‘,. CrEe) o
Diese TFolge erhdlt wmah, Venn olie Ueg Folge von P

: offé_' oé?&e Toégé von K Txn geeignefer Ljerse ,,efwge;(,cyqﬁ"‘- .
Wi, : T : . :

Eegfnn}_(- 'MQn of'qs éescé}'?eée@.g Verfqé;g@ m,‘/ ]24 (de&se”
.Ueg Fc:ig.ei dfie Ergenschaffen 7, €21 wwocd c277) bof wvicl
Setzt es fort, bis alle [reise in oie fowshruierte
Folge ein éezogen wuseley , bhat man eine Fo e mz‘,‘ ;
Slea Ergensobe flea ¢, CIT) wnol ¢21P) ofer Deliailion 2
LonSNuiert. (i) 3-:‘(f3 ofof Jede Kownte T einem Kreis 'eﬂ/[-
bholley _}»Stf“'; Cir) gith, dda G zusSammes é@fngeﬂ?af _I_n.s:é,

Hiso 15t (6 eru Euler- Gsaph



Safz # e e -
St G=(E k,p) eth 5*@;91: i Sii |
_ G‘L?sa‘ eirn eqzr—é‘mph gencafﬁ olansn , Wenn /< eia Zyé’zc«s -
T.S ° v : ; :
. Beweris:
y="
Sutz 4 .
ﬂ“;-‘—” . ' ; T ; . - o
Na ot _SG:‘::'S R‘;/‘ V4 «Fymme‘f'ikozié D #ﬂ&eﬂz Von &JQ/HM#GM
Kreisen , alse noch Pefinition vou & cuch Vereinigung

voun olisjunliten Kreisea. Naoé Scte 5 st 6 ein Eunler-.
"'6}-0,0!—:. | .
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I HAmwendungen

Problem 4

Die  Hufgodenstellung vern. Prodlem w4 j8 nooh auf olew

Aiesers Prollem zugeosdlnmefen Graphey #6#%9@5
werden, 5 '

Definitron £

Set 6:=(€, K, p) ein Graph. Eine Folge (e, &y s,k 0,00, kn,8 e
heift eine EFylersohe Linte von 6, wenn gidt:

) K= R,y 000, k3 uncd Jedle Koade cus K- teitt 7o ofer
7704_9’4?- genau ernmaol qu#:, ' '

CEl‘).e;, €z, araJen.f.f Ee‘”;é"#&en*_‘, ynC/Jedl‘.‘.’ £Jié& Cry S E ?A}'f# 4

. der Tolge minclestens cmmal cul

(1)) cdie Ecken e Urntl 'e3ey Sinel afre beidesn Enclppunklie /ey
' Konte Ky (Far 7=42,, 0,00, - :

Sore 8. ' '

Sev 6=(E,k,p) etn Graph, |

Es Qiét eine fylersche Linte vou G Genau olann, Veun

genau zuel Ecllen Enclpundt erner ungeracler, Huzabl vou
kinten sinmol, _ -

Bewels:

..“myll

615t es eine Lulersobe lianie Cey by €2, Koyii)Cn)kusCuvq) , SO

Werde ofem Grophen 6 olie Lante & mit olen Enolpunblew

€ uncl €44y hr;ozu\pe/ﬁ:y}. Peor neue Lroph G st ein Luler-
 GFraph , also st serne

_ Kowfenwmenge ein Zyllys. Lird ofie
Lente T viecler entfernt, erhdlt monw genay zver Eeten

(eq wnel e,.4), die Encl pun bl einer wngercden Huzabl von

kenten sincl. :

& '

Sino oeunau wyes Eckew E»c/,o;m/{/- ein o8- w—{?a»aa/..ﬂn /%zgéi_
von lkouten, so Fe.?g?" Q47 o @pss 5}'"?’)0/16_9‘? eine _k’oﬂ/c! & ik
ol1esen eicfea  Ecpen gls é"mo{pmna’%/e binzd. Die ke ubon~
menge olicees neuen Goaphen & ist ein Zytlus, also rst
6 ein Culer - Graph, Wird die bante T wiec/er catfernt,

erhdlt man ous oler Folge dfes Euler-Grophen & eine
- Euwlersche L;"p;)'.c Lo @B . ;

Der Craph 2u Problem 4 enthdlt also ome Eulessche
Linre. i . :



ol

Ek@la‘;:’mz-,.@.mmi‘i (Do mino p.&’@éiem)

‘3} &'S#" eSS Mé&'i.{kﬂ"‘? K c;ffze. $-§e;“ree- ‘gry?@g ,Z)m;ﬁ;‘ha\s"pffzs _&mt‘;(“

Zeabhlen von O $is 6 (ohne Steine s F - zue?’g{e;“o!;g@_

2obleq )
b))  Ist ofies auch Lo~

Th elnetm geschloscencn

gisy DOomiNncCS

von O &is & moglich 2.

Aetie : Cezworclnén
RIct mif Zoblew

e) Far welohe nalgrdichen Pablen un 3t ofies m;'ré

einzer DomiaosSpiel wit Zohlen von O bis n mE9lich €

Problem 5

a) Kaww mos Ms‘lﬁ“_ﬁf;”.ﬁ”ﬂ;‘?
;S‘ps»m\gies- alle cuf
@.’,8_5'!:? @rern"?'— 4y W’é‘?‘“
Lictiesn Liuge bLioslepr-
eiviancler aus Lihen?
5) 'M&r._-_?» G of FES
- AU Ch cut ermews
Schackbredf (2) 2

52{“0 »5; & y2y '@

Dag _Mﬂéew&sgeée wole Plore
Hawptege oes Cimetdicre
Mentparnasee 14 Parvs,

(4)

zeig - ofie

cfe

UVie hatke mdn bfw.ﬂ-oﬁ; af@‘s .é?»iaﬂ,g?ew
weiteyer Uege cinen Rundgong

.ermb‘@é;-cj,es-: (w;\;wgﬂph C)/ﬁ-?" ey rj'&’-ai?m
Orwd, olas sich Gn eine Heg ég;f}p_»gfgé

gerau eimnral vsznrée?gfﬁ.érs‘

Aus einem I k.

Deaht ofer {dnoe L.

Sell eia Kowlbewmoslefl
ofes Tetry eclers (Otfaccles
Wi tfels) mit moaximaler
e fe fo nge . heﬁ}\?ﬁ’-ﬁ?ﬁ!f Ur
Werclen, Der Drobi seoll
s ok Z e Soh b, ,‘f{ew u&ﬂﬂ‘m

Vie tang Sinol dofre Grntenl?

.
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Boblem & : | ' - .

Die Skrizze shellt clerr Grunclt-ifd zimes 'emus‘%@&méfyew lusemg
- Aak : : . : - : e

NN mw.

i

Die scbralfiesten Feovlbeile
sinol Hussteldl ungshallen, | e |
ofic nickt ol #co f‘&)’ll@*-ﬂ . . . h}\\\\\\‘\;ﬁ
sined  Veppebps bl dches,

Vv

o
NN

vz
v
vz

Y S Sy

220

"‘1.) Ees:i?mmen' Sre zwer
Engdnge, so olof _
m?”? i @769ty 6@»”5 ) .
oler jecde RFMQS/P/ZWZ;@« \3&“

iy ; -
holle genow ervmea

N
of ubch Guett- Lnol ofte §

77
20
i

177
5

N\

Y

Innen pGLime il - L .
N

vetdS R¢, von einem

Erw,ﬁrqmg 2oy c;mdefé’sf
jtﬁgﬁngoelm K, :

ot

8 Durch oen Hndow von weilaes Husslellungsbholles =
ol evveicht werdlen, clofl von Jedler Verfeldrstische
e;‘n‘ Q,fgnﬁgdng mé@&'ﬁ_‘ﬁ& st oAesr Jecle /?s:&':rze/(a‘-fﬂ.j"‘*s""
hcy!s"@: Genau efn rmn‘(’ cfué“c&"vquﬁ' wnof NT  furosw S lpire 8
nioht ey (s B¢, : | e
D c{ws Museuns &lag-:b/\sc:f;ca)"zﬁfoé $erzvoll 3"9{4{9"‘3” ;*S'é
rst eine d/er'g&-é'/@a;.w-;g Hes Grunc/ iSCeS  nackh aw/ééw
Verdates , o ‘ ' : '



Probles i

Dem Problen, Kanwn wmice einew Grophes “Z’ac}ﬁ*&f'or»#gm, rina weg
cte  Zohlen O 4, com als Eclen uuo! jectew Dowrromoshte vy
m;‘;‘- Za,{;[gz” ; y."o/ \/' [’j_ﬁj’e {Q« A ﬂ.}, F-?-‘jm} als eomhe m.“i‘{ _
dew . Enclpunkies [ und! [ .C?&?a[fa,;&o‘.- Mar, etbalt elveyn Graphen
mit ned  Ecken, in  oftew JE 2UeI veySchieclene Ecker Epol-
Punkte genau einer fonke Sincl. Etn eolchar & raph
heidt vollstanclig. Er sel susommenhdngeond,

Fur ne§ uncl u=6 ergeben
$ich olte ne é@m.s/ef?ena"ék : : R
@*'Qphén. ; . ‘ ] _. .
Gefraght 15t, ob olie Graphen
EEqJ&f--'G}qp_é:ew sitaned, - | /¢
.J)Q' Th Cinom vollcte noft L :
6"'?/9‘&’6‘7' YA A Ex:,éew .J'ec(e
Ecle Endpunlt von onley
Ist, -i'sﬁ_ of ey é'—}c_::-p/? £ér 9&;‘9@0&5‘ a
‘53’?' Evloy- @Q,ﬂé’, Fa + kng@wafes -
Kein. Euler-Graph, (Satz 7). o

Problem, S

{ Fa bt mow jeo(es ?‘é&:e" olse Fcoke el J{i’clé’h’ kﬁwﬂ?\?{:‘oéef’ﬂ -Zu\?

zwisohen zuyer TFeloletn als Wenbd it entsprechencivs
Encddpunbicn aub, $O© Ilawnn wen New Problew elres _
Graplien zuosrdnen. Man dberzeugt sich, oo derole
Craphen (FIr Rpretd (4D wnct C23) T Scim pr On hE ngend sincd.

Gefragt 15t, ob. clie Graphen Euler-Graphen sind

. ; ) | S
In jecles TFelef st clie Huwzabl : 213 3 P X 2
der mdglichen Zige, die 212 iyl e\ 1413
VOh Tarm Ows nidglich sind, 414 Bl sl e
eingelrageny slso ofte 2iubuluiyla il b
MH'&;Q}Z& C'h/'-'—’nf" .k&ﬂ‘?!‘fﬂ‘f Q’}L affﬁ 2 !1 yiy ylo ~ L 7

entsprechencie Ecke ol = ¥y ~Tr Tt 4 -
Eno«fp.unzt?"hlqg;gwdf s . X B3 ca 3 é, t Tl
Nach Salz 2 1sk oer Groph . 243} %, [3]2

2u Brekt (4) ein Euyler-raph, (1

: - : (
def Groph 2u Jret (2) kern Euler-Graph, . 2)_




Do

Protlem & - -. e R e
De sy pmé{,em a’d&ﬂéﬂlr 0{&,?- ﬂeéa?ﬁ:\ff!ﬁa’;mw(ﬁ'&_ | - ..
Graph zugeordnet vaalen, vewna mos

krew zungen wacl ofie Enclen yosn. - = e ([ Lo
Negen als Ecken wnol ofie Usg- Pl o
at schnitte zwischen =wier Z8euzyngen o i s
bri, Euclen \lo Koalen it eatel o ] asal N 7
Sprechenclen Endpowniien wubfodt, : : : g =

Ve Bsaph 1St TUSGmmen hipgend, ; ﬁr \/ /_,P G
Der Gpraph ooll ofuich Hineubd 9w ' ?f ' o/ ™ \,ﬁ/ e
Wor Konten ein Euler-Groaph o i (/ ,\"’”R :

o loes d’!&?, ] . : A d:/\/-// :

Der Groph hot & Ecten, clie Eaclounkl ok

einer ungeracfén Hnzahl veow Koant en ; .

sina (Pleile) . Verdindet wiom je zuel oieser :

Eclkew olutch eine Kawle ocley einon bteg, so erba lt wmas
Cinei 5wdﬂw"’«-6}&'ﬁéo (§atz F) : ' : '
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Du oley Droht nichi zersohwitlen werdlen olotf, ms$sen even-
tuell einige kanten ofﬂ;@ﬁ}ezé@é'&”d@f{ waroles.

Falbt man odie Eclen eines korpess aols Eclen ernss bpapheyn
Uncl olie Wanten des kSrpers «ls Lonbes oes Erophen ok,
erhali meown 2in o1 ZuSoream G?M'é&i’&?g'e@afe-ﬁa  Erophes, :

Day 6}&}?&5 soll nach dewm MHinzubigen efner il ley
Hnzooh! von kowmiey eine Euleysche dinre exntbadéeny ocler
efn Ealer-Broph seln, i ' '

Der Graph oles Telraeclers haol 4 Eclew, olic Enclpuwnli
einey ungGeraclen Hurabl von Ffonftwn Sincls Verdinolelt mos
Zwel vewn Thunen clurch ethe kowte, enthdld oleyr Broph &fte
Eylersche Linre, (Safz &) - e ' e
{m e‘f:??"*i":'ﬁ’ﬂ%c%w ofes Oitaec/eprs 2\?1& .j‘evci;’él Ecits Encfpuwﬂé‘ e"'t“"e‘r_
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Verkehrsflcohe ols Ecle yuof Jecle .i?wgsfzééwwg\sém’/g
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olews Chdlpunltten  aulfoft, Der Graph islt zuscmmenbe ngend,
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L @) j¢ La&eﬁ, : : _
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Anmerkungen zum Textbuch

Seite 1 Kﬁnigsberger Briickenproblem: Euler,[9]
das Zitat von Euler ist aus der deutschen Uber-
setzung [9],5.128
Erschwerte Uberfahrt: Kénig,[15],8.111

Seite 5 das Zitat von Euler ist aus der deutschen Uber-
setzung [9],5.128

Seite 10 die Vektorraumbedingung (iii) muB heiBen:
//\ (t+)oh = (wod)a(pod)
AeR(M)
<, e{0,1]
Seite 14 Satz 7 muR heiBen:
G ist ein Euler-Graph genau dann, wenn K £@ und
K ein Zyklus ist.

Seite 16 Dominoproblem: Konig, [15],5.24-25
Problem 5b: Ore,[19],5.32-33
Problem 6: Plan des Cimeti2re de Montparnasse nach
Michelin - Paris et sa banlieue,[17],S.144
Problem 7: Bigalke,[3],8.201-202, Skizzen der
Korper nach Ore,[191,8.104
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a) Bestrmmen Sie nach o/em,%'r/-"e,éf-eé cles Eeweises voun
Safe 4 einen Kreis, der tm Zykins K enthalten ist.

$) Eek*ftﬁmén Ste noch clem Verfahtea cles Bewerses Von
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Folie 2
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