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Vorwort

Zyklen und Cozyklen in ungerichteten Graphen werden seit lan-
gem untersucht. Die ersten wichtigen Veroffentlichungen stam-
men von L.Buler ([9],1736), G.Kirchhoff ([15],1847), O.Veblen
([201,1931), H.Whitney ([21],1935) und D;K'cinig ([16],1936).
Danach wurden zahlreiche Arbeiten verdffentlicht, die sich
mit diesem Thema beschdftigen und verschiedene.mathematische.

Methoden anwenden (Graphentheorie, lineare Algebra, Matroide).

Mit der Einfiihrung von Hypergraphen (C.Berge,fh]) stellte sich
die Frage, wie Zyklen und Cozyklen geeignet auf Hypergraphen
verallgemeinert werden konnen. Berge hat in [ 4] eine Defini-
tion fiir Zyklen in Hypergraphen gegeben (S.375), die eine
Verallgemeinerung des Kreises in ungerichteten Graphen ist.
Dabei gehen jedoch wichtige Eigenschaften verloren, die aus
der Tatsache folgen, daR in einem ungerichteten Graphen fiir
jeden Kreis und jede Summe von Kreisen gilt: fiir jede Ecke
ist die Anzahl der Kanten des Kreises (bzw. die Anzahl der
Kanten der Summe von Kreisen), die mit dieser Ecke inzident
Sind, gerade. Dies gilt flir die von Berge definierten Zyklen
in Hypergraphen jedoch i.A. nicht. L.Oubifia gibt in L18]

eine Definition von Zyklen in Hypergraphen, die die algebra-
ischen Eigenschaften, die Zyklen in ungerichteten Graphen
besitzen, erhilt. Oubina gibt auch® edpe entsprechende Vefgil-
gemeinerung von Cozyklen an, geht jedoch von einer anderen

Hypergraph—Definition aus als Berge.




Wir werden, ausgehend von der Hypergraph-Definition von Berge,
die wir etwas erweitern, Zyklen und Cozyklen in Hypergraphen
so definieren, daf die algebraischen Eigenschaften von Zyklen
und Cozyklen in ungerichteten Graphen auf Hypergraphen iiber-
tragen werden konnen. Fiir den Fall, da® ein Hypergraph nach
der Definition von Oubina, als auch nach unserer Definition
vorliegt, stimmen Zyklen und Cozyklen nach Oubinas und unse-

rer Definition iiberein.

Im ersten Teil definieren wir Geriiste zu Unterriumen der
Potenzmenge einer endlichen Menge M. Die gegebene Definition
eines QGeriists zu eineﬁ Unterraum U von JP(M) entspricht der
Definition des "arbre associé & U*" von A.Ghouila-Houri
([1i],s.2?9), wenn als Ring 212, als Indexmenge M und der zu
2 orthogonale Unterraum U* als Untermodul von R (M)
(EEEZZM) gewshlt wird. VWir konstruieren dann eine Basis von
2. und charakterisieren die Gerliste Mf ¢ R (M) zu ¢ durch
die natlirlichen Homomorphismen von R (M) in AR(M)/% und von
R(M) in R(M)/R(M'). Dann betrachten wir den zu U orthogo-
nalen Unterraum %Y * von (M) und charakterisieren die
Geriiste zu U*. SchlieRflich beschiftigen wir uns noch mit

den elementaren Elementen von U.

Im zwelten Tell definieren wir Zyklen und Cozyklen in Hyper-
graphen als Elemente des Kerns des Ranﬁoperators'bzw. als
Elemente des Bilds des Corandoperators. Randoperafor und Co-
randoperator sind Verallgemeinerungen der entsprechenden*

Abbildungen bei ungerichteten Graphen (vgl. etwa Harary,




[141,5.37). Die Menge der Zyklen und die Menge der Cozyklen
sind zueinander orthogonale Unterriume des ZfZ“Vektorraums
der Potenzmenge der Kantenmenée. Ein Geriist eines Hypergraphen
wird als Geriist zur Menge der Zyklen, ein Co-Geriist eines
Hypergraphen als Geriist zur Menge der Cozyklen definiert.
_Die Ergebnisse des ersten Teil sind dann sowohl auf die
Geriiste als auch auf die Co-Geriiste eines Hypergraphen an-
wendbar. Dann werden einige S&tze, die Zyklen und Cozyklen
charakterisieren, - aus der Graphentheorie fiir ungerichtete
Graphen bekannt - fiir Hypergraphen bewiesen. Wir definieren
Biischel als Verallgemeinerung des entsprechenden Begriffs
bei Graphen (vgl. Kﬁnig,[l6],s.1285 und zeigen, wann eine
Menge von Blischeln eine Basls der Menge aller Cozyklen ist.
Zum SchluBl verallgemeinern wir noch die Begriffe "EULER-~

Graph' und "paarer Graph'.

Im dritten Teil werden die Begriffe "Kreis" und "trennende
Kantenmenge" auf Hypergraphen verallgemeinert. Wir zeigen,
daR die Begriffe elementarer Zyklus und Kreis sowie elemen-
tarer Cozyklus und trennende Kantenmenge in ungerichteten

Graphen und nur in diesen zusammenfallen.

Die in der Arbeit benutzten SHtze der linearen Algebra sind
bekannt, so dafl auf eine Darstellﬁng aller benutzten Sdtze

verzichtet wurde. Im Anhang sind einige Sdtze liber endlich-
dimensionale Vektorréuﬁé mit innerem Produkt und iber adjun=-
plerte Abbildungen dargestellt, die sich zum groBen Teil:aus

E.Artin,[1] und N.Bourbaki,[5] und[6] ergeben. Weiter wird




kurz der /Z ,-Vektorraum der Potenzmenge einer endlichen Menge
2 -]

beschrieben.

Fiir intensive und fruchtbare Gespridche danke ich Herrn
Professor Dr. Ulrich Knauer, Universitit Oldenburg, der die

Arbeit betreut hat.




1. Geriiste zu Unterrdumen von R (M)

VWir werden in diesem Teil Definitionen und SZtze von Gerlisten
bzw. CoiGeriisten in ungerichteten Graphen verallgemeinefn.

Da die Menge der Zyklen und die Menge der Cozyklen Unterrdume
des Zi2~Vektorraums der Potenzmenge def Kantenmenge sind (so-
wohl in ungerichteten Graphen als auch in Hypergraphen), wer-
den wir Geriliste zu Unterréumen der Potenzmengé einer endlichen
Menge betrachten. Die Geriiste in einem ungerichteten Graphen
sind dann genau die Geriiste zur Menge der Zyklen, die Co-
Geriiste genau die Geriliste zur Menge der Cozyklen. Entsprechend
wefden Gerliste und Co-Geriiste in einem Hypergraphen definiert
(s. 2.Teil), so daB alle Ergebnisse auf Geriiste und Co-Geriiste
in Hypergraphen anwendbar sind. Eine weitergehende Verallge-

meinerung fihrt A.Ghouila-Houri ([11]) durch.

Sei M eine endliche Menge, & (M) der 2125Vektorraum der Potenz-
~menge von M (vgl. Anhang 3), % ein Unterraum von R(M). |
Eine Menge Mt ¢ R(M) mit R(M*)n U={¢@}, die mit dieser Ei-
genschaft maximal in R(M) ist (bzg. der Inklusion), heift

Geriist zu W.

(1.1) Beispiel Sei M= {m1,m2,m3}, dann ist R (M) ={#,{mn},
. imgii{mﬁ}s{mT;mg}i{mi ;mg?,{mg,mﬁ} gM}i Ist
U =18, {n} {my,ms} ,Mf, so ist U ein Unter-

raum von R (M). |
Mf ={m,} ist ein Gerlst zu U.




Ist M* @ R(M) und U= R(M*), so ist M\M' das einzige Geriist
Zu tha

(1.2) Lemma Sei M* e R(M). Mt ist dann und nur dann Teilmenge

eines Gerists zu WU, wenn R(M')n U= {@} 1st.,

Setzt man in (1.2) M* =@, so folgt, daB ein Geriist zu X

existiert. | _

(1.3) Lemma Sei M' e R (M), M' £M. M' ist dann und nur dann
ein Geriist zu U, wenn es fiir jedes m e M\M?
genau ein Ue U mit UcMfuiml und meU gibt.

Beweis: "M
Sei me M\M',
Mt'v{m} enthilt ein Ue U, U#@P, da sonst nach
(1.2) M*v {m} Teilmenge eines Geriists zu U und
M? kein Geriist zu % wire. Ist Ue U, U£7F, mit
UcM' {mt, so ist me U, da andernfalls Ue R (M*)
und M* kein Geriist zu WU wire.

Sgien Ul,Uae?,L, U, cMfuimj, meU,, U,cMh {m} ,
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meUy. Dann ist U, + U, cM*v{m} und m;c!U1 tU,.
Da U, +U, e YU und M' ein Gerlist zu U ist, ist
Uy +U,=4, also U, =0y '

.n é_“f'll
Es ist zu zeigen, daB R(M')aWU = (@] ist und M¢
mit dieser Rigenschaft maximal in R (M) ist.
Sei Ue R(M!)~nU. Weiter sei meM\M! und Ufell
mit U' cMrv{m}, me Urt. U’ existiert nach Vor-

aussetzung. Dann ist U+ Ut ¢ Mfu {fn} und me U +Uv,

Nach Voraussetzung ist U+ U' =U', also U=4g.




(1 .L].) Lemma

Folglich ist R (M*)n U= {g]. |
Ist meM\M', s0 ist R (Mfuimd)n U# {@] nach Vor-
aussetzung. Daraus ergibt sich, daR fiir M e R (M)
mit Mf cM®, M#ZLMY gilt: R (M*)a U £ {F}.

M* ist also ein Geriist zu U.

Sei M* e R(M). M' enthdilt dann und nur dann ein
Geriist zu U , wenn es fiir jedes m e M\M’ ein. Uel

mit UcM'w{m} und meU gibt.

Beweis: " %:'"

Ist Mt =M, so gilt die Behauptung.

Sei M' #M und M"e R (M), M"cM% ein Geriist zu U .
Ist me M\M*, s0 ist auch m ¢ M\M" und es exist-
iert nach (1.3) ein Ue U mit UcM"{m} und me U.
Aus M#,m?} ¢ M?u {mj folgf die Behauptung.

l|<:..‘ "

‘Ist M' =M, so enthdlt M' ein Geriist zu U .

Seli M* £M und M#e ’R(M), M#cM?, eine Menge, die

- mit der Eigenschaft R (MM s U= {g] maximal in

R(M?) 1st. Da Un R (M') ein Unterraum von

R (M?) ist, heift dies, daB M* ein Gerlist zu
WUaR (M) im Vektorraum R (Mf) ist. Es ist zu
zeigen, daB M¥ mit der Eigenschaft R (M#)a WU ={g}
auch maximal in R (M) ist.

Sei me M\M'. Nach Voraussetzung gibt es ein Ue W
mit UcMf fm} und meU.

Ist UcM»uim}, so ist R (Mwuim3)n U {F].. :

Ist UZMm[m}, so ist UN\(M#ufm}) £ 8. Sei
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UN(M?u ) = {m1 yeeest ¥o Da mg @ MMM fifr

1
1=1,.s0,n i8t, gibt es fir jedes 1 e {1,...,n}
genau ein U, e U mit Uy eM*im} und miel,.
Dies folgt aus (1.3), da, wie bereits bemerkt,

“M*" ein Gerlist zu U~ R (M?) im Vektorraum R (M?)

ist. Sei U =U+i Uy, dann ist U* cM™ (m}, da
I=1

(E - UNM*oim}) = {m. ,...,m } ist. Es ist
- Loy 1 n
i=1
n
Uf £@, da wegen me U und méE : Ui gilt: meTU?,
i=1
Also ist R(M®e{m})nU £ [g}. -
Daraus ergibt sich, daB fiir M" ¢ R (M) mit
Mt c Mo, Mo ,gMn’ gilt: RMmw)a UL {gj}.
Daraus und aus der Definition von M" ergibt

sich, daB M*c M’ ein Geriist zu U ist.

Wir werden nun eine Basis von 2% angeben, die durch ein Ge-

riist zu U festgelegt wird. Dabei handelt es sich um eine

Verall gemeinerung des Fundamentalsystems von Zyklen bzw. Co-

zyklen zu einem Geriist bzw. Co-Geriist in einem ungerichteten

Graphen. Der Begriff stammt von G.Kirchhoff (L15]).

(1.5) Satz Sei M' e R(M), M' AM, ein Gerliist zu 2L . Die Menge
FOU,M) = {veU|UecMruiml, maU fiir ein m e M\M'}
ist eine Basis von U .

Beweis: (i) Nach (1.3) enth#lt jedes Ue F(U,M?) ein
Element, das in keinem ‘anderen Ur e F(U,M)
enthalten ist. Weiter ist FT(WU,M!)£F
wegen (1.3), da nach Voraussetzung M' £M

ist. F(WU,M') ist linear unabhingig.
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(11) Sei Ue 2.
U=@ ist Linearkombination von Elementen
von F(U,M*).
Sei U;éﬁ. Dann ist Un(M\M'®) £ @, da andern-
falls Ue R(M*) wire. Sei Un(M\M!) =
[m.i,...,mn},'Uia FOUM?) mit Uy e Mfyimg}

und m, e U

i ifﬁI‘ izi,...,n. Dann iSt

n n
U+Zl U, cM', da (:[:] Ui)n(M\M')zﬁmt,...,mn}
1= i :

n Il
ist, also U+i; U; =@ und U.—.-; U,

F(U,M*) erzeugt also U.
Sei £: T (WU,M")— R(M\M'!) eine Abbildung, definiert durch
f(U)={m}, wenn Ue F(U M) ist und fiir m e M\M* gilt:
UcMf{m) und me U. Die lineare Fortsetzung von f auf U ist
ein Isomorphismus von U in AR (M\M?).
Aus (1.5) ergibt sich unmittelbar, daB alle Geriiste zu U die
gleiche Anzahl von Elementen enthalten.
(1.6) Lemma Ist Mf e R (M) ein Geriist zu U, so gilt:
|M? = [M] - dim U

=dim R(M) - dim U .
(1.7) Beispiel Seien M, U und M! wie in (1.1).

Dann ist T (WU ,M*) = {{mi:% ,{ma,m:ﬁ}} .-

Ist £3: F(UM)—>R(MM?) definiert durch

£ ({m.‘}) ={m}, f ([ma,mB} ) ='{m3} y 80 istrdie

lineare Fortsetzung von f auf U ein IBOIIIleOi"-

phismus von 2L in R(M\M?).

Es ist [M'| = |M| - dim U =1.
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(1.8) Lemma Sei M* e R(M). M? enthilt dann und nur dann ein
Gerlist zu U, wenn R (M) = R(M*) + U ist.
Bewels: "= "
Es ist zu zeigen, daR jedes Element von ‘BM
- Summe von Elementen von R(Mf) und U ist. (Zur
Definition von :BM s. Anhang 3.)
Sei meM, |
Ist meM?, so ist {m} ={m} +¢.
Ist meM\M?, s0 gibt es nach (1.4) ein Ue L
mit UcM' {m} und me U. Dann ist U+ {m} e R(M')
und {m] = (U+ {m}) +U.
Sei m e M\Mf. Dann gibt es ein Mwe R(M*) und |
ein Ue 2, mit {m}=M%+U. Da mgM#" ist, gilt
meU. Weiter ist U=M"+ {m}, also Uc M’ {m}.
Nach (1.4) enthdlt M' ein Gertist zu U.
Aus (1.2) und (1.8) ergibt sich:
(1.9) Satz Sei Mt e R (M). M¢ ist dann und nur dann ein Gerlist
| zu U, wenn R(M?*)aU={F} und RM) = RWM*)+ U
ist.
(1.9) besagt, daB M* e R(M) dann und nur dann ein Geriist zu

U ist, wenn R (M) die direkte Summe von R(Mf) und XU ist.

Sei R (M)/yl der Faktorraum von -R(M) nach U, vi: RM)—>RM)/U
der natiirliche Homomorphismus. Dann ist .V(M,' ) = »v(Mv) fir

M¢,M"e -R(M) dann und nur dann, wenn Mf¢ +Mwe 7/ ist. .

Sei M? @ R(M) und R(M)/ R(M!) der Faktorraum von 7R(M) nach

R M), w: RM——>R(M)/-R(M*) der natiirliche Homomorphismus.




S VB

Dann ist A (M) = (M) fir MY M#r ¢ R(M) dann .und nur dann,
wenn M#+ M ¢ R(M?) ist.
(1.10) Lemma Sei M* e R(M). Dann sind Hquivalent:
(i) M' ist Teilmenge eines Geriists zu .
C(d1) v |RMr) s R(MO)—R M)/ ist injektiv.
(iii) ,ulu: U—>RM)/ R(Mr) EE injektiv.
Beweis: (i) = (ii)
. Nach (1.2) ist R(M*)sn U= {g}. Seien Mw,Mm g R(Mr)
mit v (M") = v(M"* ). Dann ist M®+ M ¢ U, also
M#+ M" = @ und M#=Mnr,
(180 +== (1)
Sei M*e R(M*)n WU, so ist MW+ F=Mre U und
v (M) = v(@), also M"=@. Nach (1.2) ist M’
Teilmenge eines Geriists zu U
(1) =» (111)
Nach (1.2) ist R(M')s U= {g}. Seien U,Ut e U
mit «(U) = 4(U?). Dann ist U+U? e R(M?), also
U+U’ =@ und U=1Ur",
(111) => (1)
Sei Ue R(M*)all, so ist U+@F=Ue R (M) und
Mm(U) = u(@d), also U=@g. Nach (1.2) ist M¢
'i'eilmenge eines Geriis& A1
(1.11) Lemma Sei M e R(M). Dann sind squivalent:
' (1) Mf enthdlt ein Gerlist zu U.
(g \r‘|’f'2(M') :_’R(M‘.)*—)ﬁ(M)/ZL ist surjektiv.
(111) .| W 2{,~—>{2(M)/?R (M?) ist surjektiv.
. Beweis: (i) = (ii)

Sei M"e R (M). Nach ('I.é) gibt es ein MM g R (M?1)




o WL

und ein Ue U mit Mr=Mremr +.U. Dann ist M#+Mm ¢ U,
also v (M") = v (M),
(i) = (L)
Sei M#e RA(M). Nach Voraussetzung gibt es ein
M g R(M?*) mit v (M") = v(M"), Dann ist
M#+ M ¢ U und es ist M#=Mm + (M%+M"?), Also
ist R(M)= R(M*)+ U und nach (1.8) enthilt
M? ein Geriist zu U.
(1) =y (d%i)
Sei M"e R(M). Nach (1.8) gibt es ein Mmr e R(M')
und ein Ue & mit M#=M% + U, Dann ist M7+ Ue R(M'),
also u (M") = u(U).
(i11) = (1)
Sei M"e R(M). Nach Voraussetzung gibt es ein
Ue U mit (M) = 4(U). Dann ist M#+Ue R (M')
und es ist Mw= (MY+U) +U. Also ist
R (M) = R(M') + 2L und nach (1.8) enthdlt M!
ein Geriist zu U.
Aus (1.10) und (1.11) ergibt sich unmittelbars
(1.12) Satz Sei M' ¢ R(M). Dann sind Hquivalent:
(i) M ist ein Geriist zu U.
(11) v |[RM1): RM*)— R(M)/U ist ein Isomor-

phismus.

(34 i

Ut U—>FA M)/ R (M) ist ein Isomor=

phismus.,
(1.13) Beispiel (1) Selen M und % wie in (1.1).

Dann ist @(M)/%:{[ﬁ],[[ma}]} und




= 1

L81= {8, tn,], {my,m,8 ],
[imp) 1 ={fmyd, imgh, fmy,myt, [m1,m3}}.
Fir M* ¢ R(M) ist +|R(M*) dann und nur
dann injektiv, wenn M* ¢ {mz} oder
Me e {mg} ist. v|R(M*) ist dann und nur
dann surjektiv, wenn m,eM' oder m, & M!
18t
(ii) Seien M und U wie in (1.1).
Sei M! ={m;,m,}. Dann ist R(M)/RM*)=
{163, Lim 30} une
[61={6,n},{n,l},n,,m 1,
[fmg}) = {{mg}, {my ymt, fmy,m 3 M
4| Uist surjektiv.
(iii) Sei M wie in (1.1), WU* —_-{ei,{ina,m3}}.

9.' ist ein Unterraum von R(M). Sei

~ M* ={m3}. Dann ist R(M)/R(M*)=
{E,@i],[{maﬂ,_E{m3}],[{m2,m3}3} und
18] = {8, (3}, Clo}) = {Im}, fmy,mo33,
(fng$] = {{mg}, {my,myd}, Clmp,msi] =
{{ny,m} Mo aw|W ist injektiv.

{mi,ma} ist ein Gerlist zu U'.

Im Folgenden sei R (M) mit dem Standard-Produkt beziiglich der
Basis :GM versehen, W" der zu U orthogonale Unterraum von

R (M) (s. Anhang 1).

(1.14) Satz Sei M' e R(M). M! ist dann und nur dann ein Geriist

zu U, wenn M\M*! ein Gerist zu WUt ist.




<« 16 -

Beweis: "= M
Ist R(M\M?)a U £ {@}, so gibt es ein
Mie ROMM!)a U mit MWL, Sei me MW,
Ue F(U,M?) mit UcM?u{m}, me U. Dann ist
[M#A Ul = [{m}| =1, was wegen <M#,U> = |M#n U]
(mod. 2) und nach Definition von U™ nicht
méglich ist. Also ist R (M\M?) U= {@}. Nach
(1.2) ist M\M' Teilmenge eines Geriists zu WU*.

Weiter ist |M\M*| = |M| - | MY

]

IM| = (dim R(M) - dim )

]

M| - dim U* nach (43),
Anhang 1. Aus (1.6) ergibt sich, daB M\M* ein
‘Gerlist zu U* ist.
M
Ist M\M' ein Geriist zu ZL",.-so ist nach dem
bereits Bewiesenem M\(M\M?) =M’ ein Geriist zu
(U*):. Nach (A4), Anhang 1, ist (U)* = U.
Der folgende Satz, der sich unmittelbar aus (1.14) ergibt,
zeigt, daB der Begriff des Gerlists zu U mit dem des "arbre
associe & U*" von A.Ghouila-Houri ([11]) iibereinstimmt (vgl.
Vorwort).
(1.15) Satz Sei Mf e R (M). M¢ it dann und nur dann ein Geriist
zu 2L, wenn M’ mit der Eigenschaft R (M\Mf)a Ut=
{#} minimal in “R(M) ist.
(1.16) ﬁeispie)l Seien H, W und M*' wie in (1.1).
Dann ist U* = (g, {ma,m33}.

M\M* = {m.‘,mB} ist ein Gerlist zu U*.
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(1.17) Satz Sei M' e R(M) ein Geriist zu 2. Flir me M\M* sei
U(m) e F(U,M') mit U(m) cMfv(m} und me U(m),
Cflir m* eM*f sei V(m*)e FT(USMM!) mit
V(im*) ¢ (M\M*)v{m*} und m* e V(m*). Dann gilt fiir
alle m e M\M* und m* e M*:
m* ¢ U(m) dann und nur dann, wenn me V(m*) ist.
Beweis: Sei me M\M', mf e M*. Da U(m) ¢ M*, {m} und
Vim?) c (M\M*)v{me} ist, gilt U(m)aV(m') c {m,m]} .
Wegen m£Zm* und U(m) e U, Vim*) e U* ist
U(m)aV(m?) = {m,m'} oder U(m)aV(m*)=¢, da
<U(m),V(m?)> = |U(m)aV(mr)| (mod. 2) ist, also
[U(m)aV(m?)| gerade ist.
(1.18) Beispiel iSeien M, U, U™ und M' wie in (1.1) und (1.16).
Es gilt: ma,éU(m1) und m, éV(mZ),

m, e U(m3) und mS e V(ma).

Eine Menge Ue U heiBft elementar, weﬁn sie minimal in UN{H
ist (bzsg. der Inklusion). Diese Begriffsbildung ist eine Ver-
allgemeinerung der Begriffe elementarer Zyklus und elementarer
Cozyklus, da, wie bereits bemerkt, die Menge der Zyklen und
die Menge der Cozyklen in einem ungerichteten Graphen Unter-
rdume des Vektorraums der Potenzmenge der Kantenmenge sind.
(1.19) Beispiel Seien M und U wie in (1.1).
{m,} und {ma,m3} sind elementare Elemente
von W.
(1.20) Lemma Sei M' e R (M) ein Geriist zu WU. Dann sind ailie
' Elemente von F (2 ,M’) elementare Elemente

von W.
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Beweis: Sei Ue F(U,M?), meM\M! mit UcMfv {m} und
meU. Ist U nicht elementar, so gibt es ein
Ure WU, Ur£g, Ut cU, Ur£U, da UZAZ ist.
Ist meU’, so ist mg U+ Uf, Dann ist U+ U*r cMr,
was wegen U+ U' £¢ nicht mdglich ist.
Ist mgU*, so ist U' cM', was wegen U' £¢ nicht
moglich ist.
Also ist U ein elementares ¥lement von U,
Aus (1.20) ergibt sich,.daB die Menge der elementaren Elemente
von U ein Erzeugendensystem von U ist. Jedoch ist die Menge
der elementaren Elemente von U 1i.A. keine Basis, wie folgen-
des Beispiel zeigt.
(1.21) Beispiel Sei M wie in (1.1).
Ut-=1{4, {my,m,%, {m, ,m3} ; imz,mBS} ist ein
Unterraum von R(M). Die Elemente {ml,mal,
{m.l,mBI und {mz,m3} sind elementar und es
ist {m1 ,m2} + {m.l,mB} + {ma,mE} =0.
Der folgende Satz ist die Verallgemeinerung eines in der
Graphentheorie bekannten Satzes zur Charakterisierung von
Gerlisten bzw. Co-Geriisten in einem ungerichteten Graphen. In
der Formulierung ist der Satz an G.de Ghellinck, [10] orien
tiert. .
(T.22) satz’ el Mr « R(MY. Dann Sind HAntvALent:
(1) Mr ist ein Geriist zu U.
(i1) M’ enthdlt kein elementares Ue 2 und
M\M! enthilt kein elementares Ve U™
(1ii) M' enthilt kein elementares Ue und. es

ist |Mf| = |M| - dim U.




w fors

(iv) M\M' enthdlt kein elementares Ve U" und
es ist |Mf] = |M] -aim U.
(v) M* enthdlt kein elementares Ue U; ist
aber me M\M', so gibt es ein elementares
Ue A mit UcMfo{m} und me U, s
(vi) M\M! enthilt kein elementares Ve ity 18t
aber meM’, so gibt es ein elementares
Ve W' mit Ve (M\M?!)v{m} und me V.
Beweis: Es gilt: .
(i1) <=) M' ist Teilmenge eines Geriists zu U
und M\Mf! ist Teilmenge eines Geriists
zu WU*. (nach (1.é))
(111) ¢=> M* ist Teilmenge eines Geriists zu U |
und es ist 1M'| :IMl-dim .. (haeh (1.2))
(iv) <=) M\M'! ist Teilmenge eines Gerlists zu
Ut und es ist |M\M!| = |M| - aim U*.
(nach (1.2))
(v) (=) M' ist Teilmenge eines Geriists zu U
und M’ enthilt ein Geriist zu U.
(nach - (1:2)and (Tul))
(vi) <=) M\M' ist Teilmenge eines Gerlists zu
2+ und M\M* enthzlt ein Geriist zu
Ute (nach (1.2)"und' (Ja4d))
Aue; (1.14) und (1.6) folgt die Behauptung.
Die folgenden Sitze sind Verallgemeinerungen von S:ﬁtze.n, die
in der Graphentheorie fiir elementére Zyklen und elemen’qa'z‘e

Cozyklen in einem ungerichteten Graphen bekannt sind. (1.26)
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wurde von H.Whitney ([21]) fiir Matroide bewiesen.
(1.23) Satz Sei meM. Es gibt dann und-nur dann ein elemen-
tares Ue U mit me U, wenn [m} £ U* ist.
Beweis: Ist Ue U elementar und me U, so ist <U,im}> =1
und folgiich fm}] £ U~
Ist {m] ¢ UL, s0 gibt es ein Ue U mit
<U,{m}> =1, also meU. U ist Summe elementarer
Elemente von WU. Es gibt also ein elementares
Ute U mit me U'. |
(1.24) Beispiel Seien M, 2« und «U*wie in (1.1) und (1.16).
Dann ist m, e {m,}e 2L und {mid U+,
m, 6 [ma,mE} e U und [maj £ U+,
my e {'mz,mB} e U und {m33 £ ZL"‘..
Weiter ist {m;} e (U*)* und m, #V fiir ein
elementares Ve WU*,
{ms} £ (2L*)* und m, e {mz,m3§ e U+,
{ms} 8 (U*+)* und m 8 {mz,ms} e Ut.
(1.25) Satz Sei Ue R(M). U ist dann und nur dann ein elemen-
tares Element von ., wenn fiir jedes Geriist
M?* ¢ R(M) zu U gilt: U ist nicht Teilmenge von
M? und wenn U mit dieser Eigensc¢haft minimal in
R (M) ist.
Beweles: ¢t
| Ist U R(M') fiir jedes Geriist M' e R(M) zu U,
s0 ist nach (1.2) R(U)a UA{F}. Sei Ur e R(U)a U.
Ist Ur £U, so gibt es nach Voraussetzung ein
Gerlist M"e R (M) zu U mit Ur ¢M", Dann ist

Ut =@, also ist Ue &L und U ist elementar.
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" =>"N
Ist Ue U elementar, so ist U¢ R(M?) fiir jedes
Geriist M' e fR.(M) zu U. Die Minimalit&tsbedin-
~gung folgt aus der bereits bewlesenen Implika-~
tion.
Aus (1:25): und {1.14): folgt:
(1.26) Satz Sei Ue R (M), U ist dann und nur dann ein elemen-
tares Element von 2, wenn fiir jedes Geriist
Mt e R(M) zu U gilt: MInUAF und wenn U mit
dieser Eigenschaft minimal in AR (M) ist.
(1.27) Beispiel Seien M, U und U* wie in (1.1) und (1.16).
Dann sind {m1,me} und [91,m3? die Geriiste
zu U, {m;} und fma,mB} haben mit diesen
Geriisten einen nichtleeren Durchschnitt und
sind mit dieser Eigenschaft minimal in R (M).
Nach (1.19) sind sie auch die elementaren

Elemente von .
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2. Zyklen und Cozyklen

In diesem Teil werden Definitionen und Sdtze von Zyklen und
Cozyklen in ungerichteten Graphen auf Hypergraphen verallge-
meinert. Wir halten uns dabei im wesentlichen an die Defini-
tion,die C.Berge fiir Hypergraphen gegeben hat ([4],S.373).
Zyklen und Cozyklen werden durch den Rand- bzw. Corandopera-
tor definiert. Dann charakterisieren wir Zyklen und Cozyklen
durch die Anzahl von Kantenydie mit Ecken inzident sind, sowie
durch das von der Inzidenzmatrix bestimmte bindre lineare
Gleichungséystem. Schliefllich werden Bﬁachel,‘EULER-Graphen

und paare (Graphen verallgemeinert.

Seien X und U endliche Mengen, p: U—>R(X) eine Abbildung.
Dann heiBt H= (X,U,p) Hypergraph. Die Elemente von X heiBen
Ecken, die Elemente von U Kanten. Eine Ecke x e X und eine
Kante ue U heiBen inzident, wenn xe p (u) ist. Eine Kante

ueU, fiir die die Menge p (u) einelemeﬁtig ist, heiBt Schlinge.
Die hier gegebene Definition des Hypergraphen ist allgemeiner
als die von C.Berge gegebene ([4]). Es wird p(u)=¢ fiir ue?U

nicht ausgeschlossen und es wird nicht gefordért, daf

U p {#) =X 18T,

uel.

(2.1) Beispiel Sei X::{x1,x2,x5,x4,x5], U‘5£u3’u2’u3;uq’u5’u5}’
p: U—>/R(X) eine Abbildung, definiert durch
p (u'l) o {xa)xslxqsxs-g sy P (uz) - {xai ’
p (u:l)) = {x3$x4!x5-§ L] p (ul}) ={x ’XB? 3
p (u5) = [xg_l_’x5} y P (us) ={.
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H= (X,U,p) ist ein Hypergraph.

H wird folgendermafRen dargestellt:

Sei p' : U—>AR(X) definiert durch p'(u) =@, falls ueU eine
Schlinge ist, und durch p'(u) =p(u) fiir alle anderen ueU.
p' kann als Abbildung von ‘BU in AR(X) aufgefalt werden. Die

lineare Fortsetzung von p' auf “R(U) heiRt Randoperator und

wird mit f bezeichnet. Da f ein Homomorphismus von R (U) in
R (X) ist, ist Kern f ein Unterraum von ‘R(U). Die Elemente
von Kern f heiRen Zyklen,und es sei % :=Kern f. In Uberein-
sfimmung mit der Begriffsbildung in ungerichteten Graphen

nennen wir ein Gerilist zu Z Gerist von H.

Die zu f adjungierte Abbildung f' e Hom— (R(X),R(U)) heift
2 - '

Corandoperator. Die Existenz des Corandoperators ergibt sich
nach (A8), Anhang 2. Bild f' ist ein Unterraum von AR (U). Die
Elemente von Bild ff heiflen Cozyklen,und es sei ¥ =Bild f'.
In Ubereinstimmung mit der Begriffsbildung in ungerichteten

Graphen nennen wir ein. Geriist zu ¥ Co-Geriist von H.

Nach (A7), Anhang 2, sind Z und ¢ zueinander orthogonale
Unterrdume von “R(U). Somit sind die Ergebnisse des ersten

Teils auf Z und Z*=7T sowie auf € und ¢ = Z anwendvar.




-

Dies gilt insbesondere fiir die elementaren Flemente von Z

und ‘f, die wir elementare Zyklen bzw. elementare Cozvklen

nennen.

Die Definition des Randoperators als lineare Fortsetzung von : |

p' hat zur Folge, daB flir jede Schlinge ueU die Menge {u}

ein Zyklus ist und u Element keines Cozyklus ist. Wire der

Randoperator als lineare Fortsetzung von p definiert, so wire

fir keine Schlinge ue U die Menge [u} ein Zyklus und jede

Schlinge wdre Element eines Cozyklus.

(2.2) Beispiel Sei H= (X,U,p) wie in (2.1). i
Es ist f ({u})= {xa,xz’,xu,x#, £ ({u,}) =4, |
T ({ugd) = {%5, %), %58, £ ({ub) ={xy,%5}, - ‘
£ (fugh) = {x,, %5}, £ (fud) =1, ' B
Daraus ergibt sich:
7 = {QS, fusd, fu6'} s fu, ,uq,us}, {ua,uG}, {u, ,ua,uq,u&? o |

{u1,u4,u5,.u6},{u.l,ua,ui},us,us}}. J
Elementare Zyklen sind: {u,}, {u6} 5 {u1 ,uq,us} . |
Weiter ist £'({x,}) =4, f.:.({xa})={u,,u43,
£ ({XB}) = {u, ,u3,ul+} R oL ({‘xg}) = {u, ,uB,us} ;
f'({x5})= {ul,uyus}. '
Daraus ergibt sich:
Y = {ﬂ, fu, ,u1+]  {u, ,u3,u£+}., {u, ,u3,u5}, {us},
{ua,uq,u5} . {u4,u5}, ful ,u5}}.

Elementare Cozyklen sind: {us} s {u, ,uq}', {u, ,u5] :
{ubr,usj .
Ut = {ul ,uj,ul]j ist ein Geriist von H. Dann ist
F(Z ,ut) = {{uz'} > {u, ,uq,u5§,{u63} eine Basis

von Z .

b ez
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UNU* = {ua,uE,uG} ist ein Co-Geriist von H. Dann
ist T(E,0\U) = {{u11 ,u5] - {uB} s {uq,u5'}} eine
Basis von €.
In (2.2) ist ZA € = {#l,und somit ist R (U) direkte Summe von
Z und €. Dies ist jedoch nicht immer der Fall, wie das fol-
gende Beispiel zeigt.
(2.3) Beispiel Sei X= {x, ,XZ,XB,XL*}I, U= {u1 ,ua,uE,uq} ;
p: U—>R (X) eine Abbildung, definiert durch
p (u,) = {x, »X5%, D (u) = {x1 ,x3'§, P (u3) = {xa,xq} .
P (u4) = {XB’XJJ} :
H= (X,U,p) 18t ein Hypergraph.

L » X5
B4

UZ 1.13
u

Xso LF o }[‘,+

Es ist Z = {g,u} und 8:{5,{u1,u23 ,{u.l,us'},
S‘Lu},uq},{uz,uﬁ ,{ua,uq} ,{u3,u4},U}.

(2.4) Lemma Seien U' e R(U), Xt e R(X), ueU, xeX. Dann gilt:
(1) xe f (Uf) dann und nur dann, wenn die Anzahl
der ueUf mit xe p'(u) ungerade ist.
(i1) ue £ff(X*) dann und nur dann, wenn die Anzahl
der xeXf mit xe p'(u) ungerade ist.

Beweis: (i) Nach Definition von f ist

£(UN=£(>_ [u})

uel?’
L T
uelr’

=2 p'(w)

uel?
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={xeX| ][ueU'|xep'(u)}| =3 {mod.a)}-
(11) Nach Definition von f* und (48), Anhang 2,
gilt:
£I(X0) = £0(D _ {x})

xeX?

=Z Z <f ({u3 )’EX]>‘R(X) @ ‘[U}

xeX' uel
= <p'(u), {x}> « {u}
il i A)
=Z {uevu |xepr(uw}
xeX?

= {ueU|‘|{xeX'{xep(u)]l =1 (mod.a)j.
Aus der. Definition von £ und ¥ sowie aus (2.4) folgt:
(2.5) Satz Sei U'e R(U). Dann gilt:

(1) Ur ist dann und nur dann ein Zyklus, wenn
fiir jedes xe.X die Anzahl der mit x inziden-
ten Kanteﬁ ueU', die keine Schlingen sind,
gerade ist.

(ii) U* ist dann ﬁnd nur dann ein Cozyklus, wenn
es ein X' e R(X) gibt, so daB gilt:
ueU' dann und nur dann, wenn ue U keine
Schlinge ist und die Anzahl der mit u inzi-

den.ten Ecken x e X' ungerade ist.

Soi mz=|X|, n = |Ul. X und U selen auf beliebige Art geordnet,
also X = {xpxa,...,xm}, .U= {uT,ua,...,gn} . Dann ist

33X= {{xi} | X; eX,184¢ m}.und Jﬁua {{uj][ ug eU,1¢j¢nY. Beziig-
lich dieser Basen sind R(X) und R(U) auf kanonische Agt”

isomorph zu Z;’ bzw. zu Zan. Die kanonischen Isomorphismen

sind durch




2 P

=y
X—> L= Q:Z fir X¢ e R(X), xr-_-g wirladey w, 8 Z,
: =
bzw.
A 3
Us—> A= ¢ | fiir Ur e R(U), U*=> Ay lud, Aie'Z,
fag j=1 J J
definiert.

Fir ie {1,0..,m}, je {I,ec.,n} sei 4y ;e Z, definiert durch

_ |1 falls x. e p*(u,)
dij_{ i’

0 sonst ‘di;j helRt Grad von x, din ue

Dem Randoperator entspricht die Abbildung f e Hom Za( Zan,zam),

definiert durch

=

T(p) =
£y

. n
‘A':': ZB e Za ®

n : :
Dem Corandoperator entspricht die Abbildung “f:'w'.eHmn‘z (Zam,zzm),
definiert durch ; C :

-

£y (o) = ,Z{ mit ,bj=i_>:n "_'Ai'dij fiir dlle j=1,sve,ny fir

. It

sif mbt -ci=Z ,éj +dy 4 fir alle i=1,...,m, fir
of J =

m

i n
uéi .
°dm
le eee d-ln

Die mxn-Matrix I =

heiRt Inzidenzmatrix von H.

Aus der Definition von T und f' ergibt sich unmittelbar, daB
fir feZ," gilt: T(A)=1+ 4, und dah fir « eZa"‘ gilts

f¥ (=¢) =I'+» £, wobel I' die zu I transponierte Matrix ist.
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o 5
(2.6) Satz Sei U*e R(U), U= Aj- {u

Vs i 8 e
7= ’

J

Dann gilt:

(1) Ur ist dann und nur dann ein Zyklus, wenn
£

/&f =\ o eine Ldsung des bindren homogenen

A

n
linearen Gleichungssystems I+ A =0, /S e Zan,
ist.

(ii) U’ ist dann und nur dann ein Cozyklus, wenn

das bindre lineare Gleichungssystem TI? «

o eZam, Ae Zzn, losbar ist fir .A¢ =

ol
4
_ | A
(2.7) Beispiel Sei H= (X,U,p) wie in (2.1) und (2.2).
Dann 1st R(X)E Z,°, R(W)=Z,° una

000000 Q111

100100 gg???
I={101100), I*= .
01100
101010
101010 00011
00000

6
Sei Ure RQ(U), U' =§ /bj . {uj}.
J:

Ut ist dann und nur dann ein Zyklus, wenn gilt:

A1+ xh =0
.b1+ /%'F/éq =0
/&14’ 3+ /é5=0)

d.h. wenn gilt: /31 = ,@4= /55, ,4_53=0.
. U? ist dann und nur dann ein Cozyklus, wenn

1

- 5
pa e . glbt, mit
REAE

es eln w =




< PO -

°CZ+"+°¢+°"

4 5"'/31
O-—-/:SZ

e ol el o
3 hnitpilanits

Tat ¥y =5y
°"4+ ozsz /@5
O= /fn6,

d.l_i. wenn gilt: /52= ,56=0, ,51 = ,64+ /65.

Wegen rang I =rang f=rang f und rang I' =rang I gilt:
dim Z = |v| - rang I und
dim f = rang I.

Die Zahl < = |U| - rang I heift zyklomatische Zahl von H, die

Zahl A =rang I heiBt cozyklomatische Zahl von H.

(2.8) Satz Es gibt genau 2" verschiedene Zyklen und 2" ver-
schiedene Cozyklen.

Beweis: Da Z ein ZZZ-Vektorraum ist, ist jeder Zyklus
ein-eindeutig durch eine Teilmenge einer gege-
benen Basis von 'z bestimmt. Da jede Basis genau
2 Teilmengen enth#lt, gibt es genau 2¥ verschie-
dene Zyklen.

Entaprachanaea gilt fir €.
(2.9) Beispiel Sei H= (X,U,p) wie in (2.1) und (2.7).
B dat |U| =6 und rang I a3, Daraus ergibt
gleh v d; Awd;
¥s gibt genau 8 verschiedene Zyklen und 8 ver-

schiedene Cozyklen (s. (2.2)).

(2.10) Satz Sei U' e R(U). U* ist dann und nur dann ein Geriist .

von H, wenn f|R(Ur): R(U*)—3Bild f ein Isomor-
phismus ist.
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Beweis: Nach dem Homomorphiesatz gibt es genau einen
| Isomorphismus ?:-R(U)/Kemif——%Bildf,.der
das Diagramm
fﬁ(U)—j;aB%}d.f
R(U)/Kern £
kommutativ macht.
Ist U' @ R(U) ein Geriist von H, so ist
v |R(Uur): R(Ur)—>R(U)/Kern f ein Isomor-
phismus nach (1.12). Dann ist auch
£ 1R = (For) | R = Fo (el RU)) ein Iso-
morphismus.
Ist fir Ur e R(U) die Abbildung f|R(U*) ein
Isomorphismus, so auch f“]o(f |R(U?)) =
(Y £) | R(ur) = v | R(U*). Nach (1.12) ist U*

ein Geriist von H.

Ein Cozyklus heiRt Biischel, wenn or von der Form ff({x}) fur

ein xe X ist. Da f* ein Homomorphismus ist, erzeugt die Men-

ge aller Biischel ‘£.

(2.11) Beispiel Sel H=(X,U,p) wie in (2.1).

. Aus (2.2) arpgibt ateh, dan fol gende Tollmon

gen von U Bschel aindt ¢, [u],u“],
[ul,uB,uq},{u1,u5,u5};

Der folgende Satz zeigt, wann eine Menge von Biischeln eine

Rasis von £ ist. Dr ist die Verallgemeinerung eines Satzes

von Konig ([16],5.134). Das zum Bewels des Satzes benhtigﬁe

Lemma ist "dual" zu (2.10). Auf den Beweis, der entsprechend




.

dem Bewels von (2.10) verl&duft, wird hier verzichtet.

(2.12) Lemma Sei X' e R(X). X* ist dann und nur dann ein
Geriist zu Kern ff, wenn £f|R(X*): R(X')—s P -
ein Isomorphismus ist.

(2.i3). Satz Sei X' e R(X). Die Menge von Biischeln f'[i’s’x,‘] =

££1({x})|xe X'} ist dann und nur dann eine Basis
von ¥, wenn X' ein Geriist zu Kern ff ist.
Beweigs " =1 _
Ist f'[_BXJ eine Basis von ¥ =Bild f*, so ist
f'i]@x; injektiv und also auch f£f| R (X1).
fr |fo(X') ist nach Voraussetzung surjektiv.’
Dann ist X' nach (2.12) ein Geriist zu Kern f'.
e N .
Ist X* ein Gerilist zu Kern f*, so ist nach (2.12)
V| R(X?): R(X*)—>C€ ein Isomorphismus.
Dann ist f° [BXJ eine Basis von Bild ff = L.

Aus (2.4) ergibt sich, daR fiir X! ¢-R(X) dann und nur dann

X* ¢ Kern f* ist, wenn |p! (u)nX'I fir alle ue U gerade ist.

Aus (2.13) und (1.6) folgt unmittelbar dim € = |X|~- dim Kern f*.

Dann 1#Rt sich filr v- und A auch folgende Formel angeben, die

eine Verallgemeinerung der bekannten Definition in ungerichte-

ten Graphen ist: v =|U|- |X| + dim Kern fr,

A = |X| - dim Kern £,

L]

In ungerichteten Graphen ist die Menge der Komponenten eine
Basis von Kern f*; daher kann dim Kern ff in ungerichteten
Graphen durch die Anzahl der Komponenten des Graphen ersetzt

werden. In Hypergraphen ist dies i.A. nicht méglich (vgl. Teil 3).
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(2.14) Beispiel Sei H=(X,U,p) wie in (2.1) und (2.11).

Bs ist Kern ff = (g, {xﬁ,{‘xi},xs} ,{xI,xq,xB}}.
Dann sind X' = {xz,x-a,xa] und X% = an’va’x5}

Geriliste zu Kern ff.
£ [‘BX'] =§.[ul ’ul+} s u; ,u3,u‘,+} s {u, ,uB,usi} =
f'[BX"] ist eine Basis von € LvEle (2.2) ).

Weiter ist |X|=5 und dim Kern fY=2, woraus

v=3und A =3 folgt (vgl. (2.9)).

In der graphentheoretischen Literatur ist der Begriff EULER-
Graph bekannt (z.B. K‘cinig,[%)), der sich folgendermaBen ver-
allgemeinern 18Bt: ein Hypergraph H= (X,U,p) heift EULER-

Hypergraph, wenn U ein Zyklus ist. Es gilt wie filir ungerich-

tete Graphen:

(2,15) Satz H ist dann und nur dann ein EULER-Hypergraph,

. wenn fiir alle Ce £ gilt: |C| ist gerade.
Beweis: Fiir Uf e R(U) ist |U'| =|U%U| =¢Ur,U> (mod.2).

Ist H ein EULER-Hypergraph, so ist Ue¢ Z und
fiir alle Ce £ ist <C,U> =0, also ICI gerade.
Ist |C| gerade fiir alle Ce €, so0 ist
<C,U>=0 fir alle Ce £ und es ist Ue B*= Z.

(2:16) Beispiel Selen X, 7 und p wie in (2.1 )50 g U\IUE-I’

P=plur.

Dann ist HY = (X,Uf,Dp) ein Hypergraph.

. [ Oua “
X, X5 e X5
g
il X5
Ovg k Sl SO
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Bs ist Z¢={d, (w3, fugh, fuy,u,,usl, fuy,uc),
{u, »UpsU, Ut fu, »Uy g, U] ,U'} und

¢ = {g, {u, uds {u, ,u53 ,-Euu,uﬁ}}.

H¥ ist ein EULER-Hypergraph.

Auch der in (2.3) definierte Hypergraph ist

1

ein EULER-Hypergraph.

FEine zum EULER—Graphen "duale" Begriffsbildung ist die des
paaren Graphen (z.B.’ Konig,[16],5.170,5.149). Ein Hypergraph
H=(X,U,p) heiBt paar, wenn U ein Cozyklus ist. :
(2.17) Satz H ist dann und nur dann paar, wenn fiir alle Ze Z
gilts |Z| ist gerade.
Beweis: Fir Ur e R(U) ist |U']| = iU'n Ul =<U',U> (mod.2).
Ist H paar, so ist Us flund fiir alle Ze Z
ist <2,U>=0, also | Z| gerade.
Ist | 2| gerade fiir alle Ze Z, so ist
<Z,U>=0 fiir alle Ze Z,und es ist Ue Z = 2.
(2.18) Beispiel Seiem X, U und p wie in (2.1), U = {485,151,
p=DplUr.

Dann ist Hf = (X,U',-ﬁ) ein Hypergraph.

Rl

Es ist Z'={g} una ¢r = R(Ur).
Hf ist ein paarer Hypergraph; es ist

Ur = 20 ({x.3).
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3. Kreise und trennende Kantenmengen

In ﬁngerichteten Graphen fallen die Begriffe Kreis und elemen-
tarer Zyklus sowie trennende Kantenmenge und elementarer (o=
zyklus zusammen (vgl. z.B. Kénig,[16],5.123 und Harary,[14],
5.38). In diesem Teil werden Kreise und trennende Kantenmengen
in Hypergraphen und ihre Bezlehungen zu Zyklen und Cozykien

untersucht.

Sei U' e R(U), U' £f. Ur heiBt Weg, wenn es eine endliche

Folge (xi,ui,...,xn,un,x ), ne N, von Elementen x; eX

n+1

(i=1,.0.,n+1) und ui_'sUr (1=1,000,n) gibt, fiir die gilt:

(1) die Elemente X (i=1,e0.,n+1) sind, bis auf die még-

liche Ausnahme von %, und xn;1, paarwelse verschieden,

(ii) die Flemente uy (i=1,...,n) sind paarweise verschieden,
n

(iii) U =L_,i Lty
Cpra

(1v) u; ist inzident mit x, und x; ., fir i=1,...,n.

Ist Ut e R(U) ein Weg, so heiBt eine Folge'(xi,uj,...,xn,u X

i n+1)’

neiN, von Elementen X; X (1=1,...,n+1) und v, elr (1=1,...,n)
mit den Eigenschaften (i) bis (iv) Wegfolge -von U,
(3.1) Beispiel Sei H=(X,U,p) wie in (2.1).
' U :{ul’uB’uh} ist ein Weg. Zwel Wegfolgen
;ind: (gq,u1,x2,u4,x3,u3,x5) und
(XE’pQ’XB’uB’Xh’ul’XE)'
Ein Weg U ¢ R(U) heiBt Kreis, wenn es eine Wegfolge

(x],ul,...,xn,un,xn+]), nelN, von Ur gibt mit X=X 4o
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(3.2) Beispiel Sei H= (X,U,p) wie in (2.1).
Es gibt genau folgende Kreise: {uzﬁ,fﬁ1,u3},
{u1,u4},{ui,u5},{h1,u5,u4},{u1,u3;u§ ,
{u1,u5,u4,u5},{u3,u5}. Zum Beweis miissen je-
weils Wegfolgen angegeben werden, die zeigen,
dal die Kantenmenge ein Kreis ist. Fir

{u1,u3,u4,u5} ist etwa (KE’HQ’Xj’u3’Xu’u5!X5’u1’XZ)
eine solche Wegfolge. '
Die Definition des Kreises stimmt bis auf die Tatsache, daB
fiir jede Schlinge ueU die Menge {u} ein Kreis ist, mit dem

von Berge (I4]) als Zyklus in einem Hypergraphen definierten

Begriff iiberein.

Zwei Ecken X,x* ¢ X heiRen verbunden, wenn X = X' ist oder es

einen Weg Uf e R(U) mit einer Wegfolge (X;,U;,eee,X U »X 4 1),

n? 'n’"n+l
nelN, gibt, fir die x, =X und'an = x* ist.
(3.3) Lemma Die Verbundenheit ist eine Hquivalenzrelation
auf X.
Beweis: Reflexivitdt und Symmetrie sind unmittelbar klar.
Seien x,x',x"eXﬁpaarweise.verschieden, x und X'
sowie.x’ und X* verbunden. Seien U',U"B’R(U)
Vege mit Wegfolgen {xl,ui,...,x ) béw.

u ,X

n’ n+1

(%t ,000,% ,uf X'm+1) und X, =X,

m’
X, =Xty sk, XV Lo =%, Sel ke {15000 ya¥t}
das kleinste k, flir das es ein J a{1,...,m+l}

gibt mit X, =X';. Sei weifer le {1,...,m+1} ‘das

grofte 1 mit xkzzx‘l. Dann ist

k-1 m '
ger =\ ) {ui}UL_,} {u'J} ein Weg mit Wegfolge
i=1 Jj=l



(x1,u1,..f,uk_},xk,u'l,x'l+1,...,x'm,ufm,x'm+1)

= X"u

und es ist Xg=X%, X' 4=

Also sind x und x verbunden, und die Verbunden-

heit ist eine transitive Relation.

Die Kquivalenzklassen der Verbundenheit heiBen Komponenten
von H. i
(3.4) Beispiel Sei H= (X,U,p) wie in (2.1).
Die Komponenten von H sind {x,3 und
{XZ,XB,XH,XE}-

Sei Uf e R(U). U' heiBt trennende Kantenmenge, wenn der Hyper-

g;aph Hf = (X,U\U?,p|U\U’) genau eine Komponente mehr als H hat.
und wenn U’ mit dieser Eigenschaft minimal in R (U) iét (bzg.
der Inklusion).
(3.5) Beispiel Sei H=(X,U,p) wie in (2.1).
Es gibt genau folgende trennende Kantenmengen:
{u1,u4},{u1,u3}.
Unmittelbar aus der Definition ergibt sich:
(3.6) Lemma Sei Ufe R(U). U' ist dann und nur dann eine
trennende Kantenmenge, wenn es eine Komponente
X' e R(X) und ein X"e R(X), X"c X', gibt, s0
L] dal gilts:
Ur = {u € U‘!pa'(u)n Xeed g, p(u)a (Xs\NX#) .éff} und
X*™\X¥ und X' sind Komponenten des Hypergraphen

Hr = (X,U\U?,plU\U").

Aus den Beispielen (2.2), (2.14), (3.2), (3.4) und (3.5) er-
gibt sich, daB |

Kreise i.A. keine Zyklen und elementare Zyklen i.A. keine
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Kreise sind,

trennende Kantenmengen i.A. keine Cozyklen und elementare Co-
zyklen i.A. keine trennenden Kantenmengen sind,

Komponenten i.A. nicht Elemente von Kefn ff und elementare
Elementé von Kern f* i.A, kéine Komponenten sind.

Daraus ergibt sich, daB in Hypergraphen die zyklomatische und
die cozyklomatische Zahl i.A. nicht von der Anzahl der Kompo-
nenten zusammen mit der Anzahl der Elemente von X und U fest-
gelegt wird (vgl. S.31).

Sei G=(X,U,p) ein Hypergraph. G heift ungerichteter Graph,

wenn 1< |p(u)|¢ 2 ist filr alle ueT.
(3.6) Satz Sei G=(X,U,p) ein Hypergraph. G ist dann und nur
dann ein ungerichteter Graph, wenn gilt:

(i) Ure R(U) ist dann und nur dann ein Kreis,
wenn U' ein elementarer Zyklus ist,

(ii) Ur e R(U) ist dann und nur dann eine trennen-
de Kantenmenge, wenn U' ein elementarer Co-
zyklus ist.

Beweis: '"H "

Sei G=(X,U,p) ein ungerichteter Graph.

(33 gt
Ist Uf e R(U) ein Kreis, so ist fiir alle
x e X die Anzahl der mit X inzidenten Kanten
von Uf, die keine Schlingen sind, gleich O
oder 2,und es ist U' £g. Nach (2.5) ist Uf
ein Zyklus. DaB U’ auBer @ keinen von U'_
verschiedenen Zyklus enthdlt, ist unmittel- -

bar klar.
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LRl |
Ist U' e Z ein elementarer Zyklus, so ist
Uf £F. Sei xeX mit einer Kante ueUf in-
zident.

Ist u eine Schlinge, so ist U* = {u}, da U*
andernfalls nicht elementar widre, und U
ist ein Kreis.

Ist u keine Schlinge, so gibt es ein x' eX,
X! £x, das mit u inzident ist. Da U’ ein

Zyklus ist, gibt es ein u' eUf, u' £Zu, das

mit x* inzident ist. u' ist keine Schlinge,

50 daB es ein x"e X, x"Z£x?, gibt, das mit

uf i_nz.ident ist. Ist x" gleich einer bereits
durchlaufenen Ecke, so gibt es einen Kreis

Uve R(U), U¥cUf, anderfalls wird das Ver-

fahren fortgesetzt. Nach endlich vielen

Schritten liefert das Verfahren einen Kreis

Uste R(U), UtcU', U£@d, der nach der

bereits bewiesenen Implikation ein elemen

tarer Zyklus ist. Also ist nach Voraus- |
setzung U%=TU¢, ' '
In ungerichteten Graphen ist nach (2.4)

£(X) ={ueUlp (WX £6, p (WaGN\XT) £g}

fiir X e R (X), da aus p'(u) £g folgt

lp (u)]
”<: i

Sei Ure ¥ ein elementarer Cozyklus, X' e R(X)

2'
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mit f7(X¢) =U' und sei X' mit dieser Eigen-
schaft minimal in R (X). Da U' £¢ ist, ist
auch X* £¢.

Sei X"e R (X) eine Komponente von G mit
X'nX"£ g, Dann ist £¢(X*nX%) ein Cozyklus
mit £¢(X*~X*) c U (da X% eine Komponente
von G ist) und f*(X*'nX%) £ (da sonst
fr(X*\X%) = U* wire, was nach der Definition
von Xf nicht mdglich ist). Da U' elementar
ist, gilt £ (X*nX%) = Ur, und aus der Defi-
nition von X*¢ folgt X* ¢ (X*aX*) c X,

Da {ue U\U'| P (WaX! £d, p (Wn(X\X*) £} =4
ist, also x und x' nicht verbunden sind,
wenn x e X* und x* e X\X* ist, ist X* Verei-
nigung von Komponenten von G' = (X,U\U',p|U\U’).
Ist X e R(X), X" ¢ X?, eine Komponente
von Gf, so ist ff(Xm) =

fuetlp (nkrr £, pCudn(x\xM) 4] cur,
Aus X" c X¢ c X# folgt f¢ (X" ) £, da X
sonst keine Komponente von G wire. Da Ut
elementar ist, gllt f¢(X%') =U’ und aus

der Definition von X* folgt X% = Xv,

Ebenso zeigt man, daR Xt\X' eine Komponente
von G* ist, da fr(X#\X¢) =U" ist.

Nacﬁ (3.6) ist U* eine trennende Kantenmenge.
ey

Sei .U' e R(U) eine trennende Kantenmenge,

50 gibt es nach (3.6) eine Komponente



~ U e

X* ¢ R(X) von G und ein X#e R(X), XwcXr,
50 daB gilt: |
Ut ={ueU|p (WaXw£d, p(Wn(XA\X") £g].
Da X' eine Komponente von G ist, ist
{ueU|p (WAX' £, p (WA(X\X?) £81=¢ und
Ut ={ueU|p(wWaX#£d, p(u)a(X\X*) £4} =
fr(X*). Also ist U' ein Cozyklus.
Ist U' nicht elementar, so gibt es ein
elementares U*a f, g Of U";é Ur, UnLQ,
das nach dem bereits Bewiesenen eine tren-
nende Kantenmenge ist. Dann kdnnte Uf
keine trennende Kantenmenge sein.
PSR .
Sei ueU mit |p (u)|=0. Dann ist {u} e Z nach (2.5)
und {u} ist elementar. Andererseits ist {u} kein
Kreis, was ein Widerspruch zur Voraussetzung
widre.
Seli ueU mit |p (u)]23. Wegeﬁ (2«5) d8t Tut #7,
da u keine Schlinge ist und es mindestens drei
Ecken gibt, die mit einer ungeraden Anzahl von
Kanten von {u} inzident sind. Nach (1.23) gibt
. es einen elementaren Cozyklus Uf e [ rﬁit uelr,
Nach Voraussetzung ist Uf eine trennende Kanten-
menge. Nach (3.6) gibt es eine Komponente
X? e R(X) von G und eine Menge X*e R (X), X"cX*,
s0 daB U* = fue Ulp (waXr£g, p (u)n(}{'\){")} 3’25}

‘ist. Weiter sind X* und Xf\X* Komponenten von




i

G* = (X,U\U*,p|U\Uf). Dann ist |p(ulnX*|22 oder
|p(uW)A(XN\XM)|22. 0.B.d.A. seien x,x' & p(u)aX*.
- Da X% eine Komponente von Gf ist; gibt es einen
Weg Ute R(U\U*) mit einer Wegfolge h

: (xvui,...,xn,u ) und Xy =X, X q =X,

n’*n+1
Dann ist UMu{u} ein Kreis mit Wegfolge

U_.X

(x1,u},...,xn, 02X+

»U,%X,), also ein elementarer
Zyklus nach Voraussetzung. Es ist

Ura(U%u{ul) = {u}, also <U?,U%,ful> =1, was der
Orthogonalitdat von 74 und € widerspricht.
Daraus ergibt sich, daB 'l-£lp(u)|:.‘.2 fiir alle

uel ist.
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Anhang

1. Endlichdimensionale Vektorriume mit innerem Produkt

SelK ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

Eine Abbildung ( , ) : Vx V—K heiBRt inneres Produkt auf V,

wenn gilt: (i) (vyv?) = (v*,v) fiir alle v,vr eV,
(41) (v+ve,vm) a (v,vm) + (vo,v" und
(GRS v,vf‘ = ol fv,v') fiir alle v,v* eV,
< aK,
(iii) ist veV und (v,v*) =0 flir alle v' eV, s0
ist v=0.
Ist B eine Basis von V, so ist < , > : VX V—K, definiert

durch ¢v,vf =Z <y c.z.fb fir alle v,vf eV, v:E .‘-'("b' b,
beB _ beB

V! = E o¢f, ° b, ein inneres Produkt auf V. < , > heiBt
beB

Standard-Produkt auf V beziiglich der Basis B.

Wir werden die meisten Sdtze fiir Vektorrsume mit innerem Pro-
dukt beweisen. In der Arbeit wird jedoch nur das Standard-
Produkt im Vektorraum der Potenz.menge einer endlichen Menge
benutzt. |
(A1) satz Ist U eine Teilmenge von V, so ist die Menge
U= {veV|(v,u) =0 fiir alle ueU} ein Unterraum
von V.,
Beweis: (i) U*+U cU¥, da (v+vt,u)=(v,u)+ (v* ,ﬁ) =0

fiir alle v,vf' eU*, ueU ist,
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(i1) <+ U'cU* fir alle «<eK, da (o= v,u) =
oc* (v,u) =0 15t fiir alle « eK,
veU*, ueU.

Ist UcV, so heiflt die Menge U* orthogonaler Unterraum zu U.

Ist (, ):VxV—K eine Abbildung, die die Bedingungen (i)
und .(ii') eines inneren Produkts erfiillt, so ist (iii) .iatquiva-
lent zu: Vt={0}.
(A2) Lemma Fiir UcV ist Uc (U+)*.
Beweis: Fir ueU ist (u,v) = (v,u) =0 fiir alle ve UL,
also ist ue (U*)*,
(A3) Lemma Ist U ein Unterraum von V, so ist
dim V=dim U+ dim U-~,
Beweis: (i) Sei £ 3 U—>Hom, (V/U*+,K) definiert durch
. (£(u))(Lvl) = (v,u) fiir alle uelU, velV.
Fir ueU ist f(u) e Abb(V/U*,K), da fir alle
vovie Vit Ivl= [vt] gilt;
(£(u))(Lvd) = (£(u))(Lvrd) = (vyu) = (vr,u)
= (V- vi,u)
=0,
da v-vf! eU+ ist. |
Fir ueU ist f(u) e Hom (V/U*,K), da fir alle
v,vP eV, o« 6K gilt:
(£Q))(Lv] + [v1d) = (£(u)) (Dv + ve] )
= (v+vr,u)
= (vyn)#*-(vesu)
= (£(w))(LvI) + (£(u))(Lv'])
und

(£(u))C =+ Lv]) = (£(u)) (L * v])



(11)
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=(a « ¥,u)
o o (v,u)

w o ((£(u))(Tv])).

Weiter'ist f_eHomK(U,HomK(v/U-L,K)), da fiir
alle u,u?* eU, « eK und veV gilt:
(fCu+ur))(Lv]) =(v,u+ur)
= (v,u) + (v,ur)
= (£(u))(Lvl) + (£(u*r))(Lv])
= (£(u) + £(u*r))(Lv])
und
(£(we < u))(lvl) = (v, «<* u)
= o« ¢ (vyu)
o s ((£(u))(Lv]))
(e o £(u))(Lv]).
f ist injektiv, da fiir alle u,uf e U gilt:
£(u) = £(ur) S (£(W))(LvI) = (£(u?))(Iv]) fur

alle veV

i}

= (v,u) =I(v,u') fir alle veV

2 (v,u-u') =0 fir alle veV

D u-u'=0

D u=uf,
Folglich ist dim U £dim HomK(V/Ul,K). Wegen
dim HomK(U/U*,K) = dim V/U* = dim V- dim 0%
gilt: dim V2 dim U+ dim UL,
Sei g.; V/IT*——}I{omK(U,K). definiert durch
(g(Lv1))(u) = (£(u))(Lv]) (f wie in (i)) fur

alle veV, ued.
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Flir veV ist g([v]) eHomK(U,K), da fiir alle
u,uf e, « 8K gilt:
(g(Llv]))(u+ut) = (£u+ur))(fv])
= (£(u))(Lv]) + (£(u*))(Iv])
= (g([v1))(u) + (g(lvl)) ()
und
(8(LVI) (= * w) = (£ ez« u))(Lv])
<+ ((£(u))(LV]))
e+ ((g({v]))(u)).

Es ist geAbb(V/U"-,HomK(U,K)), da fiir alle

il

v,v! eV mit [vl=C[v'] gilt:
(g({Llv1))(u) = (£(u))({v])
= (£(u))([vr])
= (g(Cv'1))(u) fiir alle ueU.
Weiter ist ge HomK(V/U*,HomK(U,K)), da fiir
alle v,v* eV, « e¢K und uelU gilt:-
(8(Lvl+ Lve1))(w) = (£(w))(tvl+ Cved)
= (£(u))(Lv1) + (£(u))(Tv1])
= (A(LvI))(u) + ((Cv'D)) (u)
= (g(Lv]) + g(Cv?1))(u)

und

(g( aceLv1))(u)

il

(£{u)) (e Cv])
o ((£(u))(Cv1))
o+ ((g(Tv1))(w))
(¢ » g(Tv1))(u).

g ist injektiv, da fiir alle v,v' eV gilt:
g(Lv]) = g(Lv*3) & (8(Lv1))(u) = (g(Lv'])) ()

fiir alle ueU
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= (£(u))(Lvd) = (£(w))([v*])
fir alle ueU

= (v,u) = (vf,u) fliir alle ueTU
= (v-vf,u) =0 fiir alle ueU
=H v- vt elU*
w [vl=1vr].

Folglich ist dim V/U* < dim HomK(U,K). Wegen

dim V/U! =dim V- dim U* und dim HomK(U,K) =

dim U gilt: dim V<dim U+ dim U™,

(AL) Satz Ist U ein Unterraum von V, so ist U= (UL)*.
Beweis: Nach (A3) ist dim (U*)* =dim V- dim Ut =dim U.
Nach (A2) ist Uec (Ut)*, Zusammen folgt der Satz.

Wegen (AL) konnen wir U und U+ als zueinander orthogonale

Unterrdume von V bezeichnen, wenn U ein Unterraum von V ist.

2, Adjungierte Abbildungen

Seien K ein Kdrper, V und W endlichdimensionale K-Vektorrzume,

(, )yund (, ), innere Produkte auf V bzw. W.

w
Zwel Abbildungen f : V—>W und g: W—>V heiRen adjunn:ie:r"t, wen.n.
fiir alle veV, weW gilt: (V,g‘(w))v= (f(v_),w)w.
(A5) Lemma Ist f e Abb(V,W), so gibt es hdochstens ein
g e Abb(W,V), so daR f und g adjungiert sind.,l
Beweis: Seien g1,g29Abb(W,V), so daB f und g, sowie f

und g, adjungiert sind. Dann gilt fiir alle wae W:
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(v, 8y (W) = g5 (W)= (v, 8 (W) = (v, 8,(w))y
= (f(v),w)w- (f(v),w)w
=0
fiir alle ve V.
Es ist fiir aile welW: g (w)zga(w), also g; = g5.
Ist f e Abb(V,W) und existiert ein ge Abb(W,V), so daB f und g
adjungiert sind, bezeichnen wir g mit fr.
(A6) Lemma Sei f e Abb(V,W). Existiert fr ¢ Abb(W,V), so sind
f und f* Homomorphismen.
Beweis: Seien v,v' eV, . eK. Dann ist
(f(v+ve) - £(v) - f(w),w)w
= (£(v+ve ), Wy = (£(v), W)y - (£Cvr ),y
= (v + ve, £ (w))y, - (v, £7(w)), - (V',f’(w))V
= CV,f’(W))V“' (v’,f'(w))v- (f,f'(w))v- (V':f'(“’))v
| =0
flir alle we W, also f(v+v?!)=f(v)+ f(vr)
“und
i (f(ee e v) = = - £(v),w)y
= (£l v V) W)y - (o £(v),wy
o V(W) - ec e (v,f‘(W))v
=0
fiir alle we W, also f( ece v) = oc « f(V).
gnalog zeligt man, daB f' ein Homomorphismus ist.
(A7) Satz Selen i‘eHomK(V,w), s £ s.Hom-K(W,V), f und £* adjun-
giert, so gilt:
(1) XKern f=(Bild £r)*,
(119 ¢BLla £%a {Kaon £)h;

(344 ) rané; f=rang fr'.
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Beweis: (i) Ist veKern f, so ist (v,f'(w))=
(f(v),w}wz (O,w)w=0 fiir alle we W, also
ist ve (Bild fr)*.

Ist ve (Bild £1)*, s0 ist O= (v, (w))y =
(£(v), W)y

und veKern f.

fir alle we W, also ist f(v) =0

(11) Bild f£' = ((Bild £r)*)* = (Kern f)*.
(iii) rang f=dim V- dim Kern f
=dim V- dim (Bild fr)+

dim V- dim V+dim Bild f*

rang fr*.

(A8) Satz Seien B und C Basen von V bzw., W, ¢ , )v und < , >w

die Standard-Produkte auf V bzw. W beziiglich der

Basen B bzw. C, feHom.K(V,W). Dann existiert

fr eHomK(w,V), und es ist
f‘(W)=Z /Ac . (é <f(b),§:>w- b) fiir alle we W,

ceC
w=Z Ac' Ca

Bewels: Sei f? ;: W—V definiert wie oben.

(1) Fir ceC gllt: f'(c):Z <f(b),c>w- Bia
beB

Ist we W, w:Z /Sc * ¢, so sieht man sofort,
ceC

dan fe(w)=p Ao f9(c) gilt. £1 ist also
ceC

die lineare Fortsetzung der Abbildung
£1]C: C—>V, und somit ist £ e Hom(W,V).
(ii) Sei ceC, bf ¢ B. Dann ist

<br,£1(e)> = <br, D

<f(b),<:>W ¢ B>
beB ,

v




BN

=) <f(b),eoy « <bf 1>

bsB v
= <f(b')’c>w
(iii) Sei VSV, WG‘JJ’ V:Z géblb’ W=Z: 18 e C.
beB caG . @
Dann ist:
(V) W u<Ef(D  «ly +b) v o)
LI - ’;; Aoy
= o, ¢ « <£(b),cd
% b /gc L
: ceC
= ;Z‘ oL, e . <b,f1(c)>
- b /63 : v
ceC
=<Z b -b,f'(Z e c)?
beB B ceC /éc v

—_~<v,f'(w)_>v.

3. Der Zz-‘fektorraum ARM)

Sei M eine endliche Menge, R(M) die Potenzmenge von M. Fir
alle A,Be R(M) sei A+B = (A\B.)u(B\A), wobel "\" die mengen-
theoretische Differenz ist.

+ 18t eine assoziative und kommutative innere Komposition
auf MR(M). Da woltor fUr allo Ae R(M) pllt: F+ A=A und
A+A=g, ist (R(M),+) eine abelsche Gruppe. Das.neutrale
Element ist ff; jedes Ae R (M) ist zu sich selbst invers.

Fir 0,1 622 sel O- A= g und 1+ A= A fiir alle Ae R(M).

. ist eine HuBere Komposition auf R (M) mit Operatorenbereich %,
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(’R(M),-*,Za,-) ist ein Za-’\!ektorraum, da gilt:

(1) o« «(A+B)=(e «A)+ (. B),

(i1) (= +4) < A=(x M)+ ( A4-4),

(141) ¢« (B A)=(t* L) - A,

(iv) 1.A=A |

fiir alle «<,4 e ZE’ A,Be R(M).

Die Menge der einelementigen Telilmengen von M ist eine Basis

von R(M), sie wird mit ‘BM bezeichnet.

Es ist dim R (M) = |M].

Ist M?' eine Teilmenge von M, so ist R (M*') ein Unterraum von
R (M).

Ist < ,~y 2 R(M)x 'ﬁ(M)H—}Za das Standard-Produkt auf R (M)
beziiglich der Basis B, so gilt fiir alle A,Be R(M):

(1) <A,B>=0 dann und nur dann, wenn |AnB| 20 (mod. 2),

(4i) <A,B> =1 dann und nur dann, wenn |AaBl =1 (mod. 2).
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